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復習

テータ関数：無限和と無限積による表示．

ϑ1(v |τ ) = 2

∞
∑

n=0

(−1)nq(n+1/2)2 sin(2n + 1)πv

= 2q1/4 sin πv

∞
∏

n=1

(1− q
2n)(1− 2q2n cos 2πv + q

4n), etc.

( Im τ > 0, q = e
iπτ ),

Jacobi楕円関数のテータ関数による表示．

sn(u; k) =
1√
k

ϑ1(u/2K |τ )
ϑ0(u/2K |τ ) etc.

(

τ = i
K ′

K

)

.

→ Jacobi楕円関数の数値計算．
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今回のテーマ—Jacobiの虚数変換—

Jacobiの虚数変換

母数 k と補母数 k ′(=
√
1− k2 ) （K = K (k)と K ′ = K (k ′)）を

入れ替えたら，テータ関数はどのように変換するか？

数値計算の観点から．

ϑ1(v |τ) = 2

∞∑

n=0

(−1)nq(n+1/2)2 sin(2n + 1)πv , etc. q = e
−πK ′/K .

k ≈ 1の場合，K ≈ ∞, K ′ ≈ π/2, q ≈ 1.

→ テータ関数の収束が遅くなる．
k と k ′を入れ替えて計算できたら，q ≈ 0となって収束が速くなる．
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今回のテーマ—Jacobiの虚数変換—

もし，k と k ′を入れ替えたら…

k q = exp(−πK ′/K ) q′ = exp(−πK/K ′)

0.9 0.10235 . . . 1.31670 . . .× 10−2

0.9999 0.41719 . . . 1.25006 . . .× 10−5

1− 10−10 0.67494 . . . 1.25000 . . .× 10−11

ϑ1(v |τ) = 2

∞∑

n=0

(−1)nq(n+1/2)2 sin(2n + 1)πv , etc. ( q = e
−πK ′/K ).

もし k ≈ 1なら，k と k ′（K と K ′）を入れ替えて計算したら，
テータ関数の無限和の収束は極めて速くなる．
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熱方程式の初期値問題

Jacobiの虚数変換は物理的考察から導出できる．

（参考）戸田盛和：楕円関数入門，日本評論社（2001 年）．

熱方程式の初期値問題

θ(x , t)：温度，D > 0：定数，

∂θ

∂t
= D

∂2θ

∂x2
(−∞ < x < +∞, t > 0 ),

θ(x , t = 0) = f (x) (−∞ < x < +∞ ).

ただし，f (x)は周期関数（周期 h）とする：

f (x) =

∞∑

n=−∞

f̂n exp

(
i
2nπ

h
x

)
（Fourier級数）.
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熱方程式の初期値問題

二通りの解の表示．

Fourier級数解．

θ(x , t) =

∞∑

n=−∞

f̂n exp

(
−4π2D

h2
n2t

)
exp

(
i
2nπ

h
x

)

畳込み積解：

θ(x , t) =
1√
4πDt

∫
∞

−∞

exp

[
− (x − x ′)2

4Dt

]
f (x ′)dx ′

これは，f (x)が周期関数でなくても成り立つ．
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熱方程式の初期値問題

とくに，D = 1/(4π)，h = 1,

f (x) =
∞∑

n=−∞

δ(x − n) （周期デルタ関数）

=
∞∑

n=−∞

exp(2nπix)

である場合．

θ(x , t) =

∞∑

n=−∞

exp(−πn2t) exp(2nπix) （Fourier級数解）

=
1√
t

∞∑

n=−∞

exp
(
−π

t
(x − n)2

)
（畳込み積解）.
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熱方程式の初期値問題

Fourier級数解

θ(x , t) = 1 + 2

∞∑

n=1

exp(−πn2t) cos(2nπx) = ϑ3(x |it).

テータ関数が現れる．

一方，畳込み積解を変形すると，

θ(x , t) =
1√
t
exp

(
−πx2

t

) ∞∑

n=−∞

exp

(
−πn2

t

)
exp

(
2nπx

t

)

=
1√
t
exp

(
−πx2

t

){
1 + 2

∞∑

n=1

exp

(
−πn2

t

)
cosh

(
2nπx

t

)}

=
1√
t
exp

(
−πx2

t

)
ϑ3

(
x

it

∣∣∣− 1

it

)
.

τ = it とおいて，
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Jacobiの虚数変換

ϑ3(v |τ)に対する Jacobiの虚数変換

ϑ3(v |τ) =
√

i

τ
exp

(
− iπv2

τ

)
ϑ3

(
v

τ

∣∣∣− 1

τ

)
.

テータ関数のパラメータ τ → − 1

τ
.

Jacobi楕円関数で言えば，

τ = i
K ′

K
→ − 1

τ
= i

K

K ′
.

∴ k と k ′（K と K ′）を入れ換える．

このとき，楕円関数・テータ関数がどのように変換するかを
示したのが，Jacobiの虚数変換である．
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Jacobiの虚数変換

ϑ1(v |τ), ϑ2(v |τ), ϑ0(v |τ) に対する Jacobiの虚数変換を求める．
それには，次の公式を用いる：

ϑ1(v |τ) = − iq1/4eiπvϑ3(v + 1/2 + τ/2|τ),
ϑ2(v |τ) = q1/4eiπvϑ3(v + τ/2|τ),
ϑ0(v |τ) = ϑ3(v |τ).

（公式の証明）テータ関数の無限積表示を用いる．例えば，

ϑ2(v |τ ) = q
1/4

e
iπv

∞
∏

n=1

(1− q
2n)(1 + q

2n
e
2πiv )(1 + q

2n−2
e
−2πiv ),

ϑ3(v |τ ) =
∞
∏

n=1

(1− q
2n)(1 + q

2n−1
e
2πiv )(1 + q

2n−1
e
−2πiv )

であるから，q = e
iπτ に注意して，

ϑ3(v + τ/2|τ ) =
∞
∏

n=1

(1− q
2n)(1 + q

2n
e
2πiv )(1 + q

2n−2
e
−2πiv )

= q
−1/4

e
−iπvϑ2(v |τ ).
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Jacobiの虚数変換

（Jacobiの虚数変換の導出）例えば，ϑ2(v |τ )については，

ϑ2(v |τ ) = q
1/4

e
iπvϑ3

(

v +
τ

2

∣

∣

∣
τ
)

（ϑ3(v |τ )に対する Jacobiの虚数変換を用いて）

= exp
(

iπ
( τ

4
+ v

))

√

i

τ
exp

(

− iπ

τ

(

v +
τ

2

)2
)

ϑ3

(

v + τ/2

τ

∣

∣

∣

∣

− 1

τ

)

=

√

i

τ
exp

(

− iπv2

τ

)

ϑ3

(

v

τ
+

1

2

∣

∣

∣

∣

− 1

τ

)

=

√

i

τ
exp

(

− iπv2

τ

)

ϑ0

(

v

τ

∣

∣

∣
− 1

τ

)

∴ ϑ2(v |τ ) =
√

i

τ
exp

(

− iπv2

τ

)

ϑ0

(

v

τ

∣

∣

∣
− 1

τ

)

.
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Jacobiの虚数変換

Jacobiの虚数変換

ϑ1(v |τ) = i

√
i

τ
exp

(
− iπv2

τ

)
ϑ1

(
v

τ

∣∣∣− 1

τ

)
,

ϑ2(v |τ) =
√

i

τ
exp

(
− iπv2

τ

)
ϑ0

(
v

τ

∣∣∣− 1

τ

)
,

ϑ3(v |τ) =
√

i

τ
exp

(
− iπv2

τ

)
ϑ3

(
v

τ

∣∣∣− 1

τ

)
,

ϑ0(v |τ) =
√

i

τ
exp

(
− iπv2

τ

)
ϑ2

(
v

τ

∣∣∣− 1

τ

)
.

∗ Jacobiの虚数変換は「数学的」な考察から導出することも可能である．
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Jacobiの虚数変換

sn(u; k) =
ϑ3

ϑ2

ϑ1(u/2K |τ)
ϑ0(u/2K |τ) , τ = i

K ′

K
.

Jacobiの虚数変換でどのように変換するのか？

ϑ1

(

u

2K

∣

∣

∣ τ
)

= i

√

i

τ
exp

(

− iπ

τ

(

u

2K

)2
)

ϑ1

(

1

τ

u

2K

∣

∣

∣

∣

− 1

τ

)

= − i
√
−iτ ′ exp

(

− πu2

4KK ′

)

ϑ1

(

iu

2K ′

∣

∣

∣

∣

τ ′

) (

τ ′ = i
K

K ′

)

,

ϑ0

(

u

2K

∣

∣

∣ τ
)

=
√
−iτ ′ exp

(

− πu2

4KK ′

)

ϑ2

(

iu

2K ′

∣

∣

∣

∣

τ ′

)

,

ϑ3(0|τ ) =
√
−iτ ′ϑ3(0|τ ′), ϑ2(0|τ ) =

√
−iτ ′ϑ0(0|τ ′),
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Jacobiの虚数変換

sn(u; k) = − i
ϑ3(0|τ ′)

ϑ0(0|τ ′)

ϑ1(iu/2K
′|τ ′)

ϑ2(iu/2K ′|τ ′)

= − i
ϑ3(0|τ ′)/ϑ2(0|τ ′)

ϑ0(0|τ ′)/ϑ2(0|τ ′)

ϑ1(iu/2K
′|τ ′)/ϑ0(iu/2K

′|τ ′)

ϑ2(iu/2K ′|τ ′)/ϑ0(iu/2K ′|τ ′)

= − i
sn(iu; k ′)

cn(iu; k ′)
,

∴ sn(u; k) = −i
sn(iu; k ′)

cn(iu; k ′)
.

u → iu として，

sn(iu; k) = i
sn(u; k ′)

cn(u; k ′)
.

同様にして，

cn(iu; k) =
1

cn(u; k ′)
, dn(iu; k) =

dn(u; k ′)

cn(u; k ′)
.

純虚数の変数に対する Jacobi楕円関数 sn, cn, dnの公式を再現する．
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まとめ

母数 k と補母数 k ′（K と K ′）を入れ替えると，テータ関数は
どのように変換されるだろうか？

もしそれがわかれば，Jacobi楕円関数の計算に必要なテータ関数
の計算が楽になる．

Jacobiの虚数変換．

∗ 熱方程式の初期値問題から導出できる．
純虚数の変数に対する Jacobi楕円関数の公式が再現される．

緒方　秀教 楕円関数論 (7) テータ関数（Jacobi の虚数変換）


