
数学問題bot，問題と解答
緒方秀教2015 年 5 月 1 日

ツイッターの「数学問題 bot�mathematis_bot」さんがつぶやかれている数学の問題について，
解答の出来上がったものを公開します．しかし，最近は「数学問題 bot」以外の問題が多くなって
しまっています．� �
（2015年 4月 30日 17:17）1以上 100以下の奇数をすべて掛けあわせた数の下 3桁を求めよ．

（09ジュニア数オリ予選）� �
奇数 2n� 1 ( n = 1; 2; : : : )に対して，(2n� 1)!! = (2n� 1)(2n� 3) � � � 5 � 3 � 1
と記すことにする．(2n� 1)!! ( n = 1; 2; : : : )を 1000で割った余りを PCで計算してみたら，次の
ようになった．1!! = 1; 3!! = 3; 5!! = 15; 7!! = 105; 9!! = 945; 11!! � 395; 13!! � 135;15!! � 25; 17!! � 425; 19!! � 75; 21!! � 575; 23!! � 225;25!! � 625; 27!! � 875; 29!! � 375; 31!! � 625;33!! � 625; 35!! � 875; 37!! � 375; 39!! � 625; : : : mod 1000
と，n = 13 ( 2n� 1 = 25 )から先は周期 4で同じ数字の並びの繰り返しとなる．これを論証すれ
ばよい．

解答 n = 1; 2; : : :に対し (2n� 1)!!を 1000で割った余りを具体的に計算すれば，(2n� 1)!! �8>>>>>><>>>>>>:625 ( n = 4k � 3 )875 ( n = 4k � 2 )375 ( n = 4k � 1 )625 ( n = 4k ) mod 1000 ( k = 4; 5; : : : ) (1)
となることがわかる．これを数学的帰納法で証明する．4 5 k 5 m� 1のとき式 (1)が正しいと仮
定すると， f2(4m� 3)� 1g!! = (8m� 7)f2 � 4(m� 1)� 1g!! � 625 � (8m� 7)= 5000m� 4375 � 625 mod 1000;1



f2(4m� 2)� 1g!! = (8m� 5)f2 � (4m� 3)� 1g!! � 625 � (8m� 5)= 5000m� 3125 � 875 mod 1000;f2(4m� 1)� 1g!! = (8m� 3)f2 � (4m� 2)� 1g!! � 875 � (8m� 3)= 7000m� 2625 � 375 mod 1000;(2 � 4m� 1)!! = (8m� 1)f2 � (4m� 1)� 1g!! � 375 � (8m� 1)= 3000m� 375 � 625 mod 1000:
ゆえに，k = mの場合も式 (1)が成立することがわかった．
以上の結果を用いると，99!! = (2 � 50� 1)!! = f2 � (4 � 13� 2)� 1g!! � 875 mod 1000: (2015.5.1)� �
（数学問題 bot（個人用） �srinivasa1729 2015年 4月 14日 14:35）(3200 � 2)=7の下 3桁の数を求めよ．� �

まず，3200 � 2を 7000で割った余りを求めること．
解答 3200 を 7000で割った余りを求める．そのために，3200 を 7,1000で割った余りを求める．3200 を 7で割った余りについては，フェルマーの小定理より 36 � 1 mod 7 であることから，3200 = 36�33+2 � 32 = 9 � 2 mod 7
により，2である．3200 を 1000で割った余りについて．まず，3200 = 8150 である．そして，正の整数 nに対して，81n = (1 + 80)n = 1 + 80n+ 802nC2 + 803 � (整数)� 1 + 80n+ 3200n(n� 1)� 1 + 10�（8nの下 2桁）+ 102 �（2n(n� 1)の 1の位） mod 103
である．n = 50とおくと，8� 50 = 400, 2� 50� 49 = 4900より8150 � 1 + 10� 0 + 102 � 0 = 1 mod 103
であるから，3200 = 8150を 1000で割った余りは 1である．
以上をもとに，中国式剰余定理により，3200 を 7000で割った余りを求める．すなわち，n � 2 mod 7;n � 1 mod 1000

を満たす整数 nを求めれば，n � 3200 mod 7000である．この nを求めるため，まず，1000f1 � 1 mod 7;7f2 � 1 mod 10002



を満たす整数 f1; f2 を求める．ユークリッドの互除法の計算を行うと，1000 = 7� 142 + 6; 7 = 6 + 1;1 = 7� 6 = 7� (1000� 7� 142) = 7� 143� 1000
であるから，f1 = �1; f2 = 143を得る．よって，n = 1000f1 � 2 + 7f2 � 1 = �2000+ 7� 143� 1� 7000� 2000+ 1001 = 6001 mod 7000
を得，3200 � 6001 mod 7000である．これより，3200 � 2 = 5999 + 7000�（整数）
であるから，両辺を 7で割ると，3200 � 27 = 857 + 1000�（整数）
を得る．ゆえに，(3200 � 2)=7の下 3桁は 857である． (2015.4.28)� �
（2015年 4 月 14日 21:17）半径 1 の円に内接する正 7 角形 ABCDEFG において，AB2 +AC2 +AD2

の値を求めよ．ただし，XYで線分 XYの長さを表すものとする．
（meta_BE様）� �

後半でチェビシェフ多項式を用いたテクニカルな方法を使った．これは，「高校数学の美しい世界」

のチェビシェフ多項式のページ (http://mathtrain.jp/tn)を参考にした．
自然数 nに対し osn�は os �の多項式で表され，その多項式をチェビシェフ多項式と呼ぶ．具

体的には， Tn(os �) = osn� ( n = 0; 1; 2; : : : )
で定義される多項式Tn(x)がチェビシェフ多項式である．例えば，T0(x) = 1, T1(x) = x，os 2� =2 os2 � � 1より T2(x) = 2x2 � 1，os 3� = 4 os3 � � 3 os �より T3(x) = 4x3 � 3x．三角関数の
加法定理を用いれば，Tn(x)は漸化式T0(x) = 1; T1(x) = x; Tn+1(x) = 2xTn(x) � Tn�1(x) ( n = 1; 2; : : : )
を満たすことがわかり，これを用いて Tn(x)を逐次求めることができる．
解答 AB = 2 sin �7 ; AC = 2 sin 2�7 ; AD = 2 sin 3�7
より， AB2 = 4 sin2 �7 = 2�1� os 2�7 � = 2�1 + os 5�7 � ;AC2 = 4 sin2 2�7 = 2�1� os 4�7 � = 2�1 + os 3�7 � ;AD2 = 4 sin2 3�7 = 2�1� os 6�7 � = 2�1 + os �7� ;3



) AB2 +AC2 +AD2 = 2�3 + os �7 + os 3�7 + os 5�7 � :
そこで，os(�=7) + os(3�=7) + os(5�=7) を求める．�k = (2k � 1)�=7 ( k = 1; 2; 3 )とおくと，3�k = (2k � 1)� � 4�k であるから，os 3�k = � os 4�k ( k = 1; 2; 3 ):
チェビシェフ多項式を用いると，T3(os �k) = �T4(os �k) ( k = 1; 2; 3 ):xk = os �k ( k = 1; 2; 3 )とおくと，4xk3 � 3xk = �(8xk4 � 8xk2 + 1);8xk4 + 4xk3 � 8xk2 � 3xk + 1 = 0;
左辺を因数分解して， (xk + 1)(8xk3 � 4xk2 � 4xk + 1) = 0:
よって，xk = os �k ( k = 1; 2; 3 )は方程式8x3 � 4x2 � 4x+ 1 = 0
の解である．三次方程式の解と係数の関係より，x1 + x2 + x3 = os �7 + os 3�7 + os 5�7 = 12 ;) AB2 +AC2 +AD2 = 2�3 + 12� = 7: (2015.4.26)� �
（2015年 4月 25日 4:17）1). 201123の下 4桁を求めよ．2). 201123!の下 4桁を求めよ．

（ruz_F様）� �
大きい自然数 nに対しては，n!の下の位は 0が何桁も続くことに注意する．
解答 nを自然数とすると，2011n = (11 + 2 � 103)n � 11n + 22n � 103� 11n +（2nの 1の位）� 103 mod 104;11n = (1 + 10)n � 1 + 10n+ 102nC2 + 103nC34



� 1 + 10 �（nの下 3桁）+ 102 �（nC2 の下 2桁）+ 103 �（nC3 の 1の位） mod 10000
により， 2011n � 1 + 10 �（nの下 3桁）+ 102 �（nC2 の下 2桁）+ 103 �（(nC3 + 2n)の 1の位） mod 10000
である．1. n = 23の場合，23C2 = 12 � 23 � 22 = 23 � 11 = 253;23C3 = 13! � 23 � 22 � 21 = 1771;2n = 46

により， 201123 � 1 + 10 � 23 + 102 � 53 + 103 � (1 + 6) � 2531 mod 10000:
ゆえに，201123の下 4桁は 2531である．2. まず，n = 23!の素因数分解を求める．自然数mに対しm!の素因数分解に含まれる素数 p
の個数は �mp �+ �mp2 �+ �mp3 �+ � � �
で与えられることを用いると，23!の素因数分解は 23! = 219 � 39 � 54 � � � であることがわかる．
これより，23! = 104 �（整数）;23!C2 = 12 � 23!(23!� 1) = 12 � 219 � 54 �（整数）= 218 � 54 �（整数）= 104 �（整数）;23!C3 = 16 � 23(23!� 1)(23!� 2) = 218 � 38 � 54 �（整数）= 104 �（整数）
である．ゆえに，201123! � 1 + 105 �（整数）+ 102 � 104 �（整数）+ 103 � 104 �（整数）= 1 + 105 �（整数）� 1 mod 10000
となり，201123!の下 4桁は 0001となる． (2015.4.26)� �

（難問！数学問題！ �nanmon_sugaku 2015年 4月 20日 4:54）コンビネーション 40C20 を 41
で割った余りを求めよ．� �

自然数 nに対し，n!を素因数分解したとき含まれる素数 pの数は�np �+ � np2 �+ � np3 �+ � � �5



で与えられる（ここで，[�℄はガウス記号．すなわち，[x℄は xを超えない最大の整数である）．な
ぜなら，1; 2; : : : ; nのうち，� pで割り切れるものは [n=p℄個� p2 で割り切れるものは [n=p2℄個� p3 で割り切れるものは [n=p3℄個� …
であり，これらの総和が n!の素因数分解に現れる pの数であるからである．
解答 40C20 = 40!(20!)2
である．そこで，40!; 20!の素因数分解を求める．� 40!の素因数分解に含まれる2の個数は �402 �+ �4022 �+ � � � = �402 �+ �404 �+ �408 �+ �4016�+ �4032�+ �4064�+ � � �= 20 + 10 + 5 + 2 + 1 = 38;3の個数は �403 �+ �4032 �+ � � � = �403 �+ �409 �+ �4027�+ �4081�+ � � �= 13 + 4 + 1 = 18;5の個数は �405 �+ �4052 �+ � � � = �405 �+ �4025�+ � 40125�+ � � � = 8 + 1 = 9;7の個数は �407 �+ �4072 �+ � � � = �407 �+ �4049�+ � � � = 5;11の個数は �4011�+ � 40112�+ � � � = 3;17の個数は �4017�+ � 40172�+ � � � = 2;19の個数は �4019�+ � 40192�+ � � � = 2;23; 29; 31; 37の個数はいずれも 1である．

よって，40!の素因数分解は40! = 238 � 318 � 59 � 75 � 113 � 133 � 172 � 192 � 23 � 29 � 31 � 37
である．� 20!の素因数分解に含まれる2の個数は �202 �+ �2022 �+ � � � = �202 �+ �204 �+ �208 �+ �2016�+ �2032�+ � � �= 10 + 5 + 2+ 1 = 18;6



3の個数は �203 �+ �2032 �+ � � � = �203 �+ �209 �+ �2027�+ � � � = 6 + 2 = 8;5の個数は �205 �+ �2052 �+ � � � = �205 �+ �2025�+ � � � = 4;7の個数は �207 �+ �2072 �+ � � � = 2;11; 13; 17; 19の個数はいずれも 1である．
よって，20!の素因数分解は20! = 218 � 38 � 54 � 72 � 11 � 13 � 17 � 19
である．

以上より，40C20 の素因数分解は40C20 = 238 � 318 � 59 � 75 � 113 � 133 � 172 � 192 � 23 � 29 � 31 � 37(218 � 38 � 54 � 72 � 11 � 13 � 17 � 19)2= 22 � 32 � 5 � 7 � 11 � 13 � 23 � 29 � 31 � 37
である． 22 � 4 mod 41;22 � 32 � 36 � �5 mod 41;22 � 32 � 5 � (�5) � 5 � �25 � 16 mod 41;22 � 32 � 5 � 7 � 16 � 7 = 112 � 30 � �11 mod 41;22 � 32 � 5 � 7 � 11 � (�11) � 11 = �121 � 2 mod 41;22 � 32 � � � 11 � 13 � 2 � 13 = 26 � �15 mod 41;22 � 32 � � � 13 � 23 � (�15) � (�18) = 270 � 24 � �17 mod 41;22 � 32 � � � 23 � 29 � (�17) � (�12) = 40 � �1 mod 41;22 � 32 � � � 29 � 31 � (�1) � (�10) = 10 mod 41;22 � 32 � � � 31 � 37 � 10 � (�4) = �40 � 1 mod 41:
ゆえに，40C20 を 41で割った余りは 1である． (2015.4.25)� �
（自作数学問題 bot �mathquestionakt 2015年 4月 23日 22:24）次の条件を満たす fSn(m)g
を，m;nを用いて表せ．ただし，m;nはともに自然数とする．S0(m) = 1; Sn(m) = mXk=1Sn�1(k):� �

7



解答 まず，n = 1; 2; 3に対して Sn(m)を求めてみる．S1(m) = mXk=1S0(k) = mXk=1 1 = m;S2(m) = mXk=1S1(k) = mXk=1 k = 12m(m+ 1);S3(m) = mXk=1S2(k) = 12 mXk=1 k2 + 12 mXk=1 k = 112m(m+ 1)(2m+ 1) + 14m(m+ 1)= 16m(m+ 1)(m+ 2):
これらより， Sn(m) = 1n!m(m+ 1) � � � (n+m� 1) (2)
と推測される．これを nについての数学的帰納法により証明する．n� 1の場合に式 (2)が成り立
つと仮定すると，Sn(m) = mXk=1Sn�1(k) = 1(n� 1)! mXk=1 k(k + 1) � � � (k + n� 2)= 1n! mXk=1 k(k + 1) � � � (k + n� 2)f(k + n� 1)� (k � 1)g= 1n! mXk=1 k(k + 1) � � � (k + n� 1)� 1n! mXk=1(k � 1)k(k + 1) � � � (k + n� 2)= 1n! mXk=1 k(k + 1) � � � (k + n� 1)� 1n! m�1Xk=0 k(k + 1) � � � (k + n� 1)= 1n!m(m+ 1) � � � (m+ n� 1):
ゆえに、自然数m;nに対して式 (2)が成立することが証明された． (2015.4.24)� �
（数学問題 bot（個人用）�srinivasa1729 2015年 4月 18日 2:34）任意の非負整数 nに対し
て os(2nx) < 0となるような実数 x ( 0 5 x < 2� )を求めよ．� �

こんなところで二進数を使うとは思ってもみなかった．

解答 以下，二進数を利用するので，ここで二進数の表記の仕方を定義しておく．ある実数がak2k + ak�12k�1 + � � �+ a12 + a0 + a�12�1 + a�22�2 + � � � ;ak = 1; ak�1; ak�2; : : :は 0または 1
と表されるとき，この実数を (akak�1 : : : a1a0: a�1a�2 : : :)2
と表すことにする． 8



さて，実数 xが満たすべき条件は，任意の非負整数 nに対し�2k + 12�� < 2nx < �2k + 32�� （kは整数）
が成り立つことである．x = (�=2)� とおくと，この条件は4k + 1 < 2n� < 4k + 3 （kは整数）
となる．二進数表記を用いると，この条件は(� : : : � 01)2 < 2n� < (� : : : � 11)2 (3)
と表される．ここで �は 0または 1であり，最左辺と最右辺とで � : : : �の並びは同一であるとす
る．つまり，2n� の二進数表記での整数部分は (� : : : � 01)2 または (� : : : � 10)2となるのである．
まず，条件 0 5 x < 2�より0 5 � < 4; すなわち， 0 5 � < (100)2:

そして，2nを掛けるということは，二進数表記では小数点をn桁右へ動かすことに相当する．その
ことを考慮すると，任意の非負整数 nに対し式 (3)，すなわち，上述の太字部分を満たすような �
は � = (1:010101 : : :)2 または (10:101010 : : :)2
である．十進数に直すと，(1:010101 : : :)2 = 1 + 122 + 124 + � � � = 11� 1=4 = 43 ;(10:101010 : : :)2 = 2� (1:010101 : : :)2 = 83
であるから， � = 43 または

83 ;
すなわち， x = 2�3 または

4�3 : (2015.4.20)� �
（難問！数学問題�nanmon_sugaku 2015年 4月 17日 18:24）図 1は知恩寺文殊堂に奉納され
た算額に描かれたものである．半径 2rの大円 4つと半径 rの小円 3つから構成され，外側の3つの大円の共有点が内側の大円の中心である．図の斜線部分の面積はいくらか．

（08京都高校生数学コンテスト）� �
9



図 1: 知恩寺文殊堂の算額
解答 図 2の影をつけた部分の面積 S の 3倍が，求める面積である．S =（半径 2rの円の面積）�（半径 rの円の面積）�（半径 2r，中心角 120Æの扇形の面積）= �(2r)2 � �r2 � 13�(2r)2 = 53�r2;) （求める面積）= 3S = 5�r2: (2015.4.19)2015年 4月 4日に，「nが正の整数で 2n + 1が素数ならば nは 2のべきであることを証明せよ」
という問題と解答を載せた．nが奇数の約数を持つと矛盾を生じるということを示すという方針で
証明を行ったが，n =奇素数の場合をチェックするのを忘れていた．それで，その場合を解答に追
加した． (2015.4.19)� �
（前略）3) 数列 an を an = �1 + 15n6��1 + 25n6� � � ��1 + n5n6�
で定めるとき，極限値 limn!1 an を求めよ．

（08広島・理）� �
これも出題元の広島大学入試過去問を調べて，省略してある誘導部分を見て解いた．この過去問の

誘導に従って解いてみた．

解答 10
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図 2: 影をつけた部分の面積 S を 3倍すればよい．1. まず，次の不等式を証明する．xn+ 1 5 log�1 + xn� 5 xn ( 0 5 x 5 1; nは自然数 ): (4)f(x) = xn � log�1 + xn� とおくと，f 0(x) = 1n(x + n) = 0 ( 0 5 x 5 1 ): よって，f(x)

は 0 5 x 5 1で単調増加であるから，f(x) = xn � log�1 + xn� = f(0) = 0 ( 0 5 x 5 1 ):g(x) = log �1 + xn� とおくと，g0(x) = 1� x(n+ 1)(n+ x) = 0 ( 0 5 x 5 1 ) より g(x) は0 5 x 5 1で単調増加であるから，g(x) = log�1 + xn�� xn+ 1 = g(0) = 0 ( 0 5 x 5 1 ):2. 不等式 (4)を x = (k=n)5 ( k = 1; 2; : : : ; n )に適用することにより，1n+ 1 nXk=1�kn�5 5 nXk=1 log�1 + k5n6� 5 1n nXk=1�kn�5
を得る．n!1とすると，

右辺! Z 10 x5dx = 16 ;
左辺! limn!1 nn+ 1 � limn!1 1n nXk=1�kn�5 = Z 10 x5dx = 16

により， limn!1 nXk=1 log�1 + k5n6� = 16 :an = exp nXk=1 log�1 + k5n6�!! e1=6 ( n!1 ):11



追記 どのようにして出題者は不等式 (4)による誘導を思いついたのか，について．大学でテイ
ラー展開を勉強するとき，log(1 + x)はlog(1 + x) = x� x22 + x33 + � � � ( jxj < 1 )
という無限級数で表されることを習う．これより，jxjが小さいとき，近似log(1 + x) � x
が成り立つ．これを出発点として，少々試行錯誤して不等式 (4)を導いたと推測する．(2015.4.16)� �
（前略）k = 1; 2; : : : ; n� 1について Ak = fsin(k�=2n)g�2とおくと，（中略）n�1Xk=1Ak = 2n2 � 23
となることを示せ． （90東工大）� �

この問題，手も足も出ないな～ と思ったら，問題文に「前略」，「中略」とある．だから，原典の入

試問題を調べたらその部分に誘導がついていると思い，ネットで原典を調べた．そうしたら，次の

誘導がついていた．1. n� 1次多項式 Pn(x)と n次多項式 Qn(x)ですべての実数 � に対してsin(2n�) = n sin(2�)Pn(sin2 �); os(2n�) = Qn(sin2 �)
を満たすものが存在することを帰納法を用いて示せ．2. Pn(x) = (1�A1x)(1�A2x) � � � (1�An�1x)
となることを示せ．

これを見て，あ゛～ と思った．これがないと出来んわ．

誘導部分の解答1. 三角関数の加法定理を用いれば簡単に証明できるので，略．2. 次の二項を示せばよい．(a) Pn(sin2(k�=2n)) = 0 ( k = 1; 2; : : : ; n� 1 ).(b) Pn(x)の定数項 Pn(0) = 1.
前者については， Pn(sin2 �) = 1n sin(2n�)sin(2�) (5)
で � = k�=(2n)と置くことにより，Pn�sin2 k�2n� = n sin(k�)sin(k�=n) = 0
となり，示された．後者については，式 (5)で � ! 0とすることにより示される．12



本題の証明 n�1Xk=1Ak = �（Pn(x)の xの係数）= �P 0n(0)
である．そこで，まず P 0n(x)について調べる．x = sin2 �とおくと，dPn(x)dx = dPn(x)=d�dx=d� = 1sin 2� dPn(sin2 �)d� : (6)
一方， sin(2n�) = n sin(2�)Pn(sin2 �)
の両辺を �で微分して，2n os(2n�) = 2n os(2�)Pn(sin2 �) + n sin(2�) dd�Pn(sin2 �);1sin 2� dd�Pn(sin2 �) = 2os(2n�)� os 2�Pn(sin2 �)sin2 2� : (7)
そして，

式 (7)右辺 = (1� 2 sin2 n�)� (1� 2 sin2 �)fPn(0)| {z }1 +Pn(sin2 �)� Pn(0)g2 sin2 � os2 �= sin2 � � sin2 n�sin2 � os2 � � 1� 2 sin2 �2 os2 � Pn(sin2 �)� Pn(0)sin2 �! (1� n2)� 12P 0n(0) ( � ! 0 )
を得るので，式 (6)で x! 0 ( � ! 0 )とすることにより，P 0n(0) = 1� n2 � 12P 0n(0); P 0n(0) = 2(1� n2)3 :
ゆえに， n�1Xk=1Ak = �P 0n(0) = 2(n2 � 1)3 :
追記 osn� ( n = 0; 1; 2; : : : )は os �の n次多項式で表され，この多項式はチェビシェフ多項式
と呼ばれる．すなわち， Tn(os �) = osn� ( n = 0; 1; 2; : : : )
で定義される n次多項式 Tn(x)はチェビシェフ多項式と呼ばれる（たとえば，os 2� = 2 os2 �� 1
より T2(x) = 2x2 � 1，os 3� = 4 os3 �� 3 os �より T3(x) = 4x3 � 3x）．これは応用数学で多用
される．本問の多項式Qn(x)は，Qn(sin2 �) = os(2n�) = Tn(os 2�) = Tn(1� 2 sin2 �)
より，チェビシェフ多項式を用いて Qn(x) = Tn(1� 2x)
と表される． 13



(2015.4.15)� �
（難問！数学問題�nanmon_sugaku 2015年 4月 14日 8:03）
自然数 nに対して 3nの桁数を kn とする．極限値 limn!1 knn を求めよ．

（09慶應医）� �
自然数の桁数が kである条件は何かを考えること．
解答 kn の定義から 10kn�1 5 3n < 10kn
が成り立つ．各辺の常用対数をとって，kn � 1 5 n log10 3 < kn;
よって， log10 3 < knn 5 log10 3 + 1n
が成り立つ．n!1として， limn!1 knn = log10 3
を得る． (2015.4.15)� �
（2015年 4月 10日 19:17）自然数 a; b; ; dは  = 4a+ 7d; d = 3a+ 4bを満たしているもの
とする．1). + 3dが 5の倍数ならば 2a+ bも 5の倍数であることを示せ．2). aと bが互いに素で，と dがどちらも素数 pの倍数ならば p = 5であることを示せ．

（09千葉大前期）� �
とことん \mod p"の計算で攻めていく．2)では，5�（整数）� 0 mod pをひねり出すところが
ポイント．

解答1). \mod 5"で考える．+ 3d � (�a+ 2b) + 3(3a� b) � 8a� b � 3a� b � 0 mod 5
により，b � 3a mod 5. 2a+ b � 2a+ 3a = 5a � 0 mod 5:14



2). \mod p"で考える． = 4a+ 7b � 0 mod p; d = 3a+ 4b � 0 mod p;+ 2d = 10a+ 15b = 5(2a+ 3b) � 0 mod p:
よって，5 � 0 mod p，または，2a+ 3b � 0 mod pである．2a+ 3b � 0 mod pとすると，3b � �2a mod p. = 2(2a) + 7b � 2(�3b) + 7b = b � 0 mod p; d � 3a � 0 mod p:a; bは互いに素であるから，p = 3を得る．よって，b � 0 mod 3となるが，これを 2a+3b � 0mod p(= 3)に代入すると，2a+3b � 2a � 0 mod 3, よって，a � 0 mod 3. 結局，a; b � 0mod 3となり，a; bが互いに素であることに矛盾する．
ゆえに，5 � 0 mod p，すなわち，p = 5である．

追記 \mod p"を使わなかったら，恐ろしく煩雑な計算になっただろうな… (2015.4.11)� �
（2015年 4月 8日 5:17）数列 fAngをA0 = 1; An = nXk=1 3kAn�k ( n = 1; 2; : : : )
で定める．（中略）2) An を求めよ． （00横浜国立大・経）� �

数列の簡単な練習問題である．はじめの何項かを具体的に計算して一般項を推測し，それを数学的

帰納法で証明するという常套手段を使う．漸化式から，一般項は 3のべき乗を含みそう（こういう
「見当」をつけておくことはは大事）…

解答 はじめの何項かを具体的に計算する．A1 = 3A0 = 3;A2 = 3A1 + 32A0 = 3 � 3 + 32 = 2 � 32;A3 = 3A2 + 32A1 + 33A0 = 2 � 33 + 33 + 33 = 22 � 33;A4 = 3A3 + 32A2 + 33A1 + 34A0 = 22 � 34 + 2 � 34 + 34 + 34 = 23 � 34:
以上より， A0 = 1; An = 2n�1 � 3n ( n = 1; 2; : : : )
と推測される．これを数学的帰納法で証明する．Ak = 2k�1 � 3k ( k = 1; 2; : : : ; n � 1 )と仮定す
ると， An = nXk=1 3kAn�k = n�1Xk=1 3k � 2n�k�1 � 3n�k + 3n15



= 3n n�1Xk=1 2n�k�1 + 3n = 3n n�2Xk=0 2k + 3n= 3n � 2n�1 � 12� 1 + 3n = 2n�1 � 3n:
追記 はじめに数項を計算する時，最後まで計算しちゃって A1 = 3; A2 = 18; A3 = 108; A4 = 648
としてしまわないこと．上で述べたように，一般項は 3 のべき乗で表されると予想されるので，A2 = 2 � 32; A3 = 22 � 33; A4 = 23 � 34; : : : と 3のべき乗をこの段階で残しておけば，一般項の推
測がしやすくなる． (2015.4.9)� �
（2015年 4月 8日 3:17）1). 全ての自然数 kに対して 12(k + 1) < Z 10 1� xk + x dx < 12k

を示せ．2). m > nなる全ての自然数m;nに対してm� n2(m+ 1)(n+ 1) < log�mn �� mXk=n+1 1k < m� n2mn
を示せ． （10東大理系）� �

第 1問の誘導をどうやって第 2問に結び付けられるか？それには，log(m=n)�Pmk=n+1 1=kとい
う量を第 1問の積分でどうやって表すかがポイントである．
解答1). 0 < x < 1で k < k + x < k + 1であるから，1k + 1 Z 10 (1� x) dx < Z 10 1� xk + x dx < 1k Z 10 (1� x) dx:

積分

R 10 (1� x) dxを計算して題意の不等式を得る．2). log�mn �� mXk=n+1 1k = Z mn dxx � m+1Xk=n 1k + 1= m�1Xk=n Z k+1k dxx � m�1Xk=n Z 10 dxk + 1= m�1Xk=n Z 10 � 1x+ k � 1k + 1� dx16



= m�1Xk=n 12k Z 10 1� xk + x dx: (8)
式 (8)最右辺を上下から評価すればよい1

．前問の結果を用いて，(8)最右辺 > m�1Xk=n 12(k + 1)2 = mXk=n+1 12k2 = 12 mXk=n+1 Z k+1k dxk2= 12 mXk=n+1 Z k+1k dxx2 = 12 Z m+1n+1 dxx2 = m� n2(m+ 1)(n+ 1) ;(8)最右辺 < 12 m�1Xk=n 1k(k + 1) = 12 m�1Xk=n �1k � 1k + 1� = 12 � 1n � 1m� = m� n2mn :
ゆえに題意の不等式が得られた．

補足  = limn!1 nXk=1 1k � logn!
はオイラー定数と呼ばれる．

更に補足 Z mn f(x) dx = m�1Xk=n Z 10 f(x+ k) dx
という式変形は，大学の数学でも結構用いる． (2015.4.9)� �1Xn=1 1n2 = �26 :� �
この無限級数の等式は有名である．1+ 1=22, 1 + 1=22+1=32, ... という足し算を無限に行っていったら，�2=6という値になる．上
の有理数の足し算に円周率 �が入ってくる余地はなさそうに見えるのだが，なぜ �2=6という値に
なるのだろう？なかなか神秘的な等式である．

この等式はふつう，大学に入ってフーリエ解析の勉強をする時習うのだが，実は高校数学の範囲

で示すことができるのである．2003年の日本女子大学理学部の入試（自己推薦入試）にこの問題
が出題されたのである（この情報は，「伝説の入試問題（数学）について」http://examoonist.web.f2.om/legendexam.html で得ました．）．そこで，この入試問題に
沿って，上の等式の高校数学による証明を示す．

1
上からの評価と下からの評価で方法が違うから，戸惑う人も多いかもしれない．17



証明 0Æ � 4Æ の 5段階に分けて証明する．0Æ. n = 0; 1; 2; : : :として次の積分を定義する．In = Z �=20 osn xdx = Z �=20 sinn xdx:
このとき，漸化式 In = n� 1n In�2 ( n = 2 )
が成り立ち，この漸化式を用いて，In = 8>><>>:n� 1n � n� 3n� 2 � � � 34 � 12 � �2 （nは偶数）n� 1n � n� 3n� 2 � � � 23 � 1 （nは奇数）
を得る．これは高校数学の標準的な練習問題であるから，証明は略する．1Æ. n = 0; 1; 2; : : :として次の積分を定義する．Sn = Z �=20 x2 os2n xdx:
このとき，次の漸化式が成立する．Sn = 2n� 12n �Sn�1 � 2I2n2n(2n� 1)� ( n = 1 ):
証明は，In の漸化式の証明と似ている．部分積分により，Sn = Z �=20 x2 os2n�1 x(sinx)0dx= �x2 os2n�1 x sinx��=20 � Z �=20 (x2 os2n�1 x)0 sinxdx= � 2 Z �=20 x os2n�1 x sinxdx+ (2n� 1) Z �=20 x2 os2n�2 x sin2 xdx= � 2 Z �=20 x os2n�1 x sinxdx+ (2n� 1) Z �=20 x2 os2n�2 x(1� os2 x)dx= � 2 Z �=20 x os2n�1 x sinxdx+ (2n� 1)(Sn�1 � Sn): (9)In の漸化式の証明と違うのは，ここで Z �=20 x os2n�1 x sinxdx の積分が現れるということ
で，これは厄介である（実際の入試でも，ここで解答が止まった人と先へ進めた人が分かれ

たのではないか）．この積分の処理を考える．部分積分により，Z �=20 x os2n�1 x sinxdx = � Z �=20 x os2n�1 x(osx)0dx= � �x os2n�1 x � osx��=20 + Z �=20 (x os2n�1 x)0 osxdx= Z �=20 os2n xdx � (2n� 1) Z �=20 x os2n�2 x sinx osxdx18



= I2n � (2n� 1) Z �=20 x os2n�1 x sinxdx:
これを

Z �=20 x os2n�1 x sinxdx について解いて，Z �=20 x os2n�1 x sinxdx = I2n2n
を得る．これを式 (9)に代入して，題意の漸化式を得る．2Æ. 1Æの漸化式を用いて，次の等式が得られる．SN = (2N � 1)(2N � 3) � � � 5 � 3 � 1(2N)(2N � 2) � � � 4 � 2 � �4 � �26 � NXn=1 1n2! : (10)
ここで �2=6が現れたので，「おっ！？」と思う．問題の等式を得るまでの道筋が見えてきたよ
うな気がする．証明は次の通り．0Æ，1Æの漸化式を繰り返し用いて，SN = 2N � 12N �SN�1 � 2I2N2N(2N � 1)� = 2N � 12N SN�1 � 2I2N4N2= 2N � 12N 2N � 32N � 2 �SN�2 � 2I2N�2(2N � 2)(2N � 3) � 2(2N � 1)4N2 � 2N I2N�2�= 2N � 12N 2N � 32N � 2SN�2 � 2N � 12N � 12 � 1N2 + 1(N � 1)2� I2(N�1)= 2N � 12N 2N � 32N � 2 2N � 52N � 4 �SN�3 � 2I2N�4(2N � 4)(2N � 5)�� 2N � 12N � 1N2 + 1(N � 1)2� 2N � 32N � 2I2N�4= 2N � 12N 2N � 32N � 2 2N � 52N � 4SN�3� (2N � 1)(2N � 3)(2N)(2N � 2) � 12 � 1N2 + 1(N � 1)2 + 1(N � 2)2� I2(N�2)� � �
この操作を続けていって，SN = 2N � 12N 2N � 32N � 2 � � � 34 � 12S0 � (2N � 1)(2N � 3) � � � 5 � 3(2N)(2N � 2) � � � 6 � 4 � 12  NXn=1 1n2! I2= (2N � 1)(2N � 3) � � � 5 � 3 � 1(2N)(2N � 2) � � � 6 � 4 � 2  S0 � NXn=1 1n2 I2!
を得る． S0 = Z �=20 x2dx = �224 ; I2 = 12 � �2 = �4
を代入して，式 (10)を得る．3Æ. 次の不等式が成り立つ．SN 5 12N + 2 (2N � 1)(2N � 3) � � � 5 � 3 � 1(2N)(2N � 2) � � � 6 � 4 � 2 ��2�3 :19



証明は次の通り． x < �2 sinx � 0 < x < �2 �
を用いて， SN 5 Z �=20 ��2 sinx�2 os2N xdx = �24 Z �=20 (1� os2 x) os2N xdx= �24 (I2N � I2N+2) = �24 I2N �1� 2N + 12N + 2� = �2I2N4(2N + 1)= �24(2N + 2) (2N � 1)(2N � 3) � � � 5 � 3 � 1(2N)(2N � 2) � � � 4 � 2 � �2= 12N + 2 (2N � 1)(2N � 3) � � � 5 � 3 � 1(2N)(2N � 2) � � � 4 � 2 ��2�3 :4Æ. 2Æ, 3Æ より SN = (2N � 1)(2N � 3) � � � 5 � 3 � 1(2N)(2N � 2) � � � 4 � 2 � �4  �26 � NXn=1 1n2!5 12N + 2 (2N � 1)(2N � 3) � � � 5 � 3 � 1(2N)(2N � 2) � � � 4 � 2 ��2�2 :
これと SN = 0により， 0 5 �26 � NXn=1 1n2 5 12N + 2 � �22 :N !1とすると最右辺は 0になるので，�26 � 1Xn=1 1n2 = 0
を得る． （証明終わり）(2015.4.8)� �

（難問！数学問題！�nanmon_sugaku2015年 4月 6日 2:25）tan 1Æは有理数か．
（06京都後期・文理）� �

問題・解答ともに非常に有名でありますが…

解答 tan 1Æが有理数であると仮定する．加法定理tan(x+ y) = tanx+ tan y1� tanx tan y
より，tan 2Æ = tan(1Æ +1Æ)も有理数となる．同様に，tan 3Æ = tan(2Æ + 1Æ)も有理数となる．同
様に，tan 4Æ = tan(3Æ + 1Æ)も有理数となる．…この論法を続けていくと，tan 30Æが有理数であ
ることが結論されるが，これは tan 30Æ = 1=p3が無理数であることに矛盾する．ゆえに，tan 1Æ
は有理数でない． 20



(2015.4.7)� �
（難問！数学問題！�nanmon_sugaku 2015年 4月 3日 14:24）2008個の分数12008 ; 22008 ; : : : ; 20082008
の中で既約分数であるものの和を求めよ．

（08京都高校生数学コンテスト）� �
正の整数 nが p1m1p2m2 � � � psms

と素因数分解されるとき，nの約数の総和は(1 + p1 + p12 + � � �+ p1m1)(1 + p2 + p22 + � � �+ p2m2) � � � (1 + ps + ps2 + � � �+ psms)
である．

解答 まず， 12008 ; 22008 ; : : : ; 20082008 (11)
の総和は 12008 2008Xk=1 k = 12008 � 12 � 2008 � 2009 = 20092
である．分数 k=2008 (k = 1; 2; : : : ; 2008)が既約分数でないのは，kが 2008の 1でない約数のとき
である．そして，2008の 1でない約数の総和は，2008が 23 �251と素因数分解されることから（251
が素数であることはどうやればわかるのだろう？私は「数の帝国」http://ja.numberempire.om
のお世話になった），(1 + 2 + 22 + 23) � (1 + 251)� 1 = 15 � 252� 1 = 3780� 1
である．よって，分数 (11)のうち既約分数でないものの総和は，3780� 12008
である．ゆえに，分数 (11)のうち既約分数であるものの総和は20092 � 3780� 12008 = 20132572008
である． (2015.4.6)� �
（難問！数学問題！�nanmon_sugaku 2015年 4月 5日 12:15）数列 anは全ての正の整数 nに
対して 0 5 3an 5 nXk=1 ak
を満たしているとする．このとき全ての nに対して an = 0であることを示せ．

（10京都・理甲）� �
解いてみるとわかるが，この問題の何処に数学的面白さがあるというのだ？京都大学がこんな出題

をするとはとても思えないのだが… 21



解答 数学的帰納法により証明する．n = 1の場合は，問題文の不等式は0 5 3a1 5 a1; 0 5 a1 5 0
となるので，a1 = 0を得る．a1 = � � � = an�1 = 0と仮定すると，問題文の不等式は0 5 3an 5 n�1Xk=1 ak + an = an
となるので， 0 5 an 5 0; ) an = 0: (2015.4.6)� �
（数学問題 bot（個人用）�srinivasa1729 2015年 4月 5日 20:34）pを素数，a; bを互いに
素な正の整数とするとき，(a+ ib)p は実数でないことを示せ． （2000年京大前期理系）� �

まず，p = 3; 5といった簡単な場合で確認する（これが重要）．p = 3の場合，(a+ ib)3 = a3 + 3ia2b� 3ab2 � ib3 が実数であるとすると，3a2b� b3 = 0; b2 = 3a2:
よって，b2は 3の倍数となり，3が素数であることから，b自身が 3の倍数となる．b = 3m（mは
整数）とおいて上の式に代入すると，3a2 = (3m)2 = 9m2; a2 = 3m2
となり，a2 は 3の倍数となる．再び，3が素数であることから，a自身が 3の倍数となる．結局，a; bともに 3の倍数となり，これは a; bが互いに素と仮定したことに矛盾する．p = 5の場合．(a+ib)5 = a5+5ia4b� 10a3b2� 10ia2b3+5ab4+ib5 が実数であると仮定すると，5a4b� 10a2b3 + b5 = 0; b4 = 5a2(2b2 � a2)
となり，b4 は 5の倍数となる．5が素であることから，b自身が 5の倍数となる．b = 5m（mは
整数）とおいて上の式に代入すると，(5m)4 = 5a2f2(5m)2 � a2g; a4 = 52m2(2a2 � 5m2)
となり，a4は 5の倍数となる．再び，5が素であることから，a自身が 5の倍数となる．結局，a; b
ともに 5の倍数となり，これは a; bが互いに素と仮定したことに矛盾する．
…

この「実験」でわかることは、(x+ y)pの展開に現れる二項係数 pCk ( 1 5 k 5 p� 1 )が pの倍
数であることが証明に効いているということである．

以上の考察を一般化することにより，次の解答を得る．22



解答 p = 2の場合は簡単にわかるので，pは奇素数とする．二項定理により(a+ ib)p = pXk=0 pCkap�k(ib)k= (p�1)=2Xl=0 (�1)lpC2lap�2lb2l + i (p�1)=2Xl=0 (�1)lpC2l+1ap�2l�1b2l+1:
よって，(a+ ib)p が実数であると仮定すると，Im(a+ ib)p = (p�1)=2Xl=0 (�1)lpC2l+1ap�2l�1b2l+1= (p�3)=2Xl=0 (�1)lpC2l+1ap�2l�1b2l+1 + (�1)(p�1)=2bp = 0 (12)
となり， (�1)(p�1)=2bp�1 = � (p�3)=2Xl=0 (�1)lpC2l+1ap�2l�1b2l (13)
を得る．ここで，二項係数 pCk ( 1 5 k 5 p� 1 )について，pCk = p(p� 1)(p� 2) � � � (p� k + 1)k(k � 1)(k � 2) � � � 2 � 1
であり，右辺において pが素数であることから，2; 3; : : : ; k � 1; k はいずれも pを割りきらない．
よって，pCk は pの倍数である（このことは，公式 pCk = (p=k)p�1Ck�1を用いて示すこともでき
る）．したがって，式 (13)より bp�1 は pの倍数であり，pが素数であることから b自身が pの倍
数である．そこで，b = pm（mは整数）とおいて式 (12)に代入すると，(p�1)=2Xl=0 (�1)lpC2l+1ap�2l�1p2lm2l = pap�1 + (p�1)=2Xl=1 (�1)lpC2l+1p2lap�2l�1m2l = 0;) ap�1 = p (p�1)=2Xl=1 (�1)l�1p2(l�1)pC2l+1ap�2l�1m2l
を得る．よって，ap�1 は pの倍数であり，pが素数であることから a自身が pの倍数である．し
たがって，a; b双方が pの倍数となるが，これは a; bが互いに素であることに矛盾する．(2015.4.6)� �
（2015年 4月 4日 7:17）1). kを自然数とする．mをm = 2k とおくとき，0 < n < mを満たす全ての整数nについ

て二項係数 mCn は偶数であることを示せ．2). 条件「0 5 n 5 mを満たす全ての整数 nについて二項係数 mCnは奇数である．」を満た
す自然数mを求めよ．

（99東大理系）� �
とことん二進数表示で考えてみる．二進数表示は，al2l + al�12l�1 + � � �+ a222 + a12 + a0 （al = 1，al�1; : : : ; a2; a1; a0 は 0または 1）23



の形の整数を [alal�1 : : : a2a1a0℄2で表す，というふうにしておく．このとき，次のことに注意する．
自然数 N は奇数（偶数） () N の二進数表示の一番下の桁が 1(0)である．

第 1問については，m = 2k � 1としたとき，二項係数 mCn ( 0 5 n 5 m ) すべてが奇数となる
を証明すればよい．これが成り立てば，二項係数の公式 mCn = m�1Cn�1 +m�1Cn により問題の
主張が証明されるからである．そして，m = 2k � 1は二進法表示では [11 : : :1| {z }k 桁 ℄2 と表されること
に注意する．

まず，具体的なmで二項係数を二進法表示を用いて計算してみる．例えば，m = 15 = 24� 1と
する．n = 1に対しては，15C1 = 15は奇数である．n = 2に対しては，15C2 = 151 � 15� 12 = [1111℄2[1℄2 � [1111℄2 � [1℄2[10℄2 = [1111℄2[1℄2 � [1110℄2[10℄2
となり，最右辺の下線部で「約分」ができて，15C2 = [1111℄2[1℄2 � [111℄2[1℄2 = 奇数

奇数

=奇数
を得る．n = 3に対しては，15C3 = 2C2 � 15� 23 = 15C2 � [1111℄2 � [10℄2[11℄2 = 15C2 � [1101℄2[11℄2 =奇数:n = 4に対しては，15C4 = 15C3 � 15� 34 = 15C3 � [1111℄2 � [11℄2[100℄2 = 15C3 � [1100℄2[100℄2
となって，再び最右辺下線部で約分ができて，= 15C3 � [11℄2[1℄2 =奇数
を得る．このようにして，すべての 15Cn ( 0 5 n 5 15 )は奇数であることがわかる．
以上の考察を一般化して，次の解答を得る．

解答1). m = 2k � 1（kは自然数）のときすべての二項係数mCn ( 0 5 n 5 m )が奇数になることを
証明すればよい．これを数学的帰納法により証明する．mC0 = 1は奇数である．偶数 n(5 m�3)に対して mCnが奇数であると仮定する．このとき，mCn+1 = mCn � m� nn+ 1 = mCn � 奇数

奇数

=奇数
である．つぎに，偶数 n+ 2が二進数表示で [1 � : : : � 1 0 : : :0| {z }p桁 ℄2 と表されるとすると，mCn+2 = mCn+1 � m� n� 1n+ 2 24



= mCn+1 � [11 : : :1℄2 � [1 � : : : � 1 0 : : :0| {z }p 桁 ℄2 + [1℄2[1 � : : : � 1 0 : : : 0| {z }p桁 ℄2= mCn+1 � [11 : : :1℄2 � [1 � : : : � 0 1 : : :1| {z }p 桁 ℄2[1 � : : : � 1 0 : : :0| {z }p 桁 ℄2 = mCn+1 � [1 � � : : : � 1 0 : : :0| {z }p 桁 ℄2[1 � : : : � 1 0 : : :0| {z }p 桁 ℄2
となって，最右辺で約分できて，= mCn+1 � [1 � � : : : � 1℄2[1 � : : : � 1℄2 = mCn+1 � 奇数

奇数

=奇数
を得る．以上により，mC0;mC1; : : : ;mCm�1は奇数であることがわかる．最後に，mCm = 1
は奇数である．

ゆえに，m = 2k � 1に対し二項係数 mCn ( 0 5 n 5 m )はすべて奇数である．2). はじめに，偶数のmに対しては mC1 = mは偶数となって題意を満たさないので，奇数のm
のみ考えればよい．

すべての奇数mは，ある自然数 kを用いてm = 2k�（正の奇数）の形で表される．m = 2k�1
の形の場合，前問の結果により，すべての二項係数 mCn ( 0 5 n 5 m ) は奇数である．m = 2k �（1以外の正の奇数）の場合は，m の二進法表示は [1 � : : : � 0 � : : : � 1℄2 と 0 の
桁を含むので，前問と同様の計算をしてみると，偶数になる二項係数mCn が現れる．実際，m = [1 � : : : � 0 1 : : :1| {z }q 桁 ℄2 であるとすると，n = [1 0 : : :0| {z }q 桁 ℄2 に対し，mCn = mCn�1 � [1 � : : : � 0 1 : : : 1| {z }q 桁 ℄2 � [1 : : : 1| {z }q 桁 ℄2[1 0 : : :0| {z }q 桁 ℄2= mCn�1 � [1 � : : : � 0 0 : : : 0| {z }q 桁 ℄2[1 0 : : : 0| {z }q 桁 ℄2
となり，最右辺で約分しても= mCn�1 � [1 � : : : � 0℄2[1℄2
となり，[1 � : : : � 0℄2 は偶数なので右辺は偶数，よって，mCn は偶数になってしまう．
ゆえに，題意を満たす自然数mは，m = 2k � 1（kは自然数）の形のものに限る．

追記 今年（2015年）の東大入試（理系・前期）に次の問題が出た．2015Cn が偶数となる整数 n ( 1 5 n 5 2015 )で最小のものを求めよ．25



この問題も上と同じ方針で解くことが出来る．今の場合，m = 2015 = [11111011111℄2である（対
称性がいいんですね）．上と同様の計算をやっていくと，n = 1から n = 31 = [11111℄2 までは2015Cn は奇数となることがわかる．そして，n = 32 = [100000℄2のとき，2015C32 = 2015C31 � 2015� 3132 = 2015C31 � [11111011111℄2� [11111℄2[100000℄2= 2015C31 � [11111000000℄2[100000℄2 = 2015C31 � [111110℄2[1℄2
となり，2015C32 は偶数となる．ゆえに，求める最小の nは 32である． (2015.4.5)� �
（数学問題 bot（個人用）�srinivasa1729 2015年 3月 18日 17:34）m;nは自然数とする (m > n )．

「mと nは互いに素」 () 「2m � 1と 2n � 1は互いに素」
を示せ． （同志社）� �2n�1は二進法で 111 � � �1と表される数であるということを考えていたら，次の解答を思いついた．

解答 二進法表示を採用する．すなわち，ak2k + ak�12k�1 + � � �+ a222 + a12 + a0 （ak = 1，ak�1; : : : ; a0 は 0または 1）
と表される整数を [akak�1 : : : a2a1a0℄2と表すことにする．すると，2n�1は二進法表示では [11 � � � 1| {z }n桁 ℄2
と表される．二進法表示された整数の割り算を筆算で行うことを考えれば，mを nで割った余りが r ( 0 5 r < n )であることと，[11 � � � 1| {z }m 桁 ℄2 を [11 � � � 1| {z }n 桁 ℄2 で割った

余りが [11 � � � 1| {z }r 桁 ℄2 ( 0 5 r < n ) となることが同値である
ことがわかる．よって，ユークリッドの互除法により，gd(m;n) = d () gd([11 : : : 1| {z }m 桁 ℄2; [11 : : : 1| {z }n 桁 ℄2) = [11 : : : 1| {z }d 桁 ℄2
が成り立つ．ゆえに，mと nは互いに素 () gd(m;n) = 1() gd([11 : : : 1| {z }m 桁 ℄2; [11 : : :1| {z }n 桁 ℄2) = [1℄2() gd(2m � 1; 2n � 1) = 1() 2m � 1と 2n � 1は互いに素
となり，題意が証明された． 26



(2015.4.5)� �
（2015年 3月 27日 20:17）1から 10000までの番号がついた電灯がある．1の倍数の電灯の
スイッチを押し，次に 2の倍数のスイッチを押し，次に 3の倍数のスイッチを押し…と，これ
を 10000回行った後，点灯している電灯の数はいくつか．初期状態で電球は消灯している．

（コマ大数学科第 12回・改）� �
受験参考書「大学への数学　マスター・オブ・整数」（東京出版，1998年）の第 1部 x1に類題が
載っているので，これをもとに解答をつくった．

解答 番号 nの電灯のスイッチが押される回数は，nの約数の個数に等しい．電灯が奇数回スイッ
チを押されれば最後に電灯が点灯しているのであるから，約数の個数が奇数であるような nの数
を求めればよい．nがn = p1m1p2m2 � � � psms

と素因数分解されるなら，nの約数の個数は (m1+1)(m2+1) � � � (ms+1) である．よって，nの約数の個数は奇数個である , (m1 + 1)(m2 + 1) � � � (ms + 1)は奇数である, m1;m2; : : : ;ms はみな偶数である, nは平方数である
これより，最後に点灯している電灯は平方数の番号がついているものであり，それは 1; 2; : : : ; 10000
の中に 12 = 1; 22 = 4; 32 = 9; : : : ; 1002 = 10000 の 100個ある． (2015.4.5)� �
（数学問題 bot（個人用）�srinivasa1729 2015年 3月 30日 23:34）limn!1 j sin(�p9n2 + 2n+ 1)j を求めよ．

（北大）� �
解答 p9n2 + 2n+ 1� 3n = (9n2 + 2n+ 1)� (3n)2p9n2 + 2n+ 1 + 3n = 2n+ 1p9n2 + 2n+ 1 + 3n= 2 + n�1p9 + 2n�1 + 3n�2 + 3 ! 13 ( n!1 )
であるから，j sin(�p9n2 + 2n+ 1)j = j sin(�p9n2 + 2n+ 1� 3�n)j ! sin �3 = p32 ( n!1 ):) limn! j sin(�p9n2 + 2n+ 1)j = p32 :27



� �
（雪江明彦：整数論 1　初等整数論から p進数まで（日本評論社，2013年），演習問題 1.5.6）nが正の整数で 2n + 1が素数なら，nは 2のべきであることを証明せよ．� �

雪江氏の著書の巻末に載っている演習問題略解を見たら，「略」とあった．そんな殺生なあ…著書を

読んで簡単にできるような証明問題と思えないが，しばらく考えたら証明を思いついたので，ここ

に記しておく．

解答 nが奇数 (> 1)を約数に持たないことを示せばよい．nは奇数m(> 1)を約数に持つと仮定し，n = ma ( a 2 Z )とおく．xm + 1 = (x+ 1)(xm�1 � xm�2 + xm�3 � � � �+ x2 � x+ 1)
に x = 2a を代入すれば，2n + 1 = 2ma + 1は 2a + 1を約数に持つことがわかる．m > 1より1 < 2a + 1 < 2ma + 1 = 2n + 1であるので，2n + 1は合成数になってしまい，矛盾である．(2015.4.4)n =奇素数の場合をチェックするのを忘れていた！n = p（奇素数）の場合，2p + 1 = (2 + 1)(2p�1 � 2p�2 + 2p�3 � � � � � 2 + 1)
となり，3 = 2 + 1 < 2p + 1により 2p + 1は合成数となり矛盾． (2015.4.19)� �
（自作数学問題 bot�mathquestionakt2015年 4月 3日 5:24）
全ての自然数 nについて，n5 � nが 10の倍数となることを証明せよ．� �

解答 全ての自然数 nについて n5 � n = n(n4 � 1)が 2,5の倍数となることを示せばよい．2の倍数となることは簡単に示される．5の倍数になることについて．nが 5で割り切れる場合は自明である．nが 5で割り切れない場
合，すなわち，n � 1; 2; 3; 4 mod 5 の場合は，フェルマーの小定理より n4 � 1 mod 5 となる
ので， n(n4 � 1) � n � (1� 1) = 0 mod 5:
ゆえに，n(n4 � 1)は 5の倍数である． (2015.4.3)� �
（数学問題 bot（個人用）�srinivasa1729 2015年 3月 31日 8:34）limn!1� 3nCn2nCn�1=n

を求めよ．

（1988年東工大）� �28



解答 3nCn2nCn = 3n(3n� 1) � � � (2n+ 1)=n!2n(2n� 1) � � � (n+ 1)=n! = (2 + 1=n)(2 + 2=n) � � � (2 + (n� 1)=n)(2 + 1)(1 + 1=n)(1 + 2=n) � � � (1 + (n� 1)=n)(1 + 1) ;log� 3nCn2nCn�1=n = 1n nXk=1 log�2 + kn�� 1n nXk=1 log�1 + kn� :n!1とすると，limn!1 log� 3nCn2nCn�1=n = Z 10 log(2 + x)dx � Z 10 log(1 + x)dx= �(2 + x)flog(2 + x) � 1g�10 � �(1 + x)flog(1 + x)� 1g�10= f3(log 3� 1)� 2(log 2� 1)g � f2(log 2� 1)� (�1)g= (3 log 3� 2 log 2� 1)� (2 log 2� 1) = 3 log 3:
ゆえに， limn!1� 3nCn2nCn�1=n = exp(3 log 3) = 33 = 27: (2015.4.3)� �
（自作数学問題 bot�mathquestionakt2015年 4月 2日 22:24）以下の実数はある整数に等し
い．その整数を答えよ． 3q45 + 29p2 + 3q45� 29p2:� �

解答 u = 3p45 + 29p2; v = 3p45� 29p2 とおくと，uv = 3p343 = 7;(u+ v)3 = u3 + v3 + 3uv(u+ v) = 90 + 21(u+ v)
により， (u+ v)3 � 21(u+ v)� 90 = (u+ v � 6)f(u+ v)2 + 6(u+ v) + 15g = 0:2次方程式 x2 + 6x+ 15 = 0は実数解をもたないので，u+ v = 3q45 + 29p2 + 3q45� 29p2 = 6: (2015.4.3)� �
（数学問題 bot�math_uni_bot 2015年 4月 2日 13:10）32010 を 35で割った余りを求めよ．� �

29



解答 まず、題意の数を 5,7で割った余りを求める．フェルマーの小定理より 34 � 1 mod 5; 36 � 1mod 7 であるから， 32010 = (34)502 � 32 � 9 � 4 mod 5;32010 = (36)335 � 1 mod 7:
ところで，5,7は互いに素であるから，中国式剰余定理より，8<:x � 4 mod 5x � 1 mod 7 (14)
を満たす整数 x は 5 � 7 = 35を法としてただ一つだけ存在する．そのような整数のひとつとし
て 29があるので，整数 xが式 (14)を満たすならば x � 29 mod 35 である．ゆえに，32010 � 29mod 35; すなわち，32010 を 35で割った余りは 29である． (2015.4.3)� �
（2015年 3月 30日 1:17）xyz 空間上の 3点 A,B,Cについて，1). A, Bは原点を中心とする xy平面上の半径 1の円周上にある．2). Cは z軸の正の部分にある．3). \ACB = � ( 0 < � < � )が成立．
四面体OABCのうち最大の体積を V (�)とし， lim�!0�V (�) を求めよ．

（08東工大 AO）� �
解答 四面体 OABCは図 3のようになる．\AOB = � とおくと，� < � < �であり，AB = 2 sin �2 ; AC = BC = AB=2sin(�=2) = sin(�=2)sin(�=2) ;OC =pAC2 �OA2 = qsin2(�=2)� sin2(�=2)sin(�=2) ;

（四面体OABCの体積）= 13 �（4OABの面積）�OC= 13 � sin �2 os �2 � qsin2(�=2)� sin2(�=2)sin(�=2) :
右辺を A=(3 sin(�=2))とおく．A2 = �sin2 �2 � sin2 �2��sin �2 os �2�2= �12(1� os�)� sin2 �2��12 sin��2= 18(os�� os�)(1� os2 �):30
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図 3: 四面体OABC．Æ = �=2; � = �=2であるx = os� とおくと，�1 < x < os�であり，f(x) � 8A = (os�� x)(1� x2):xを動かした時の f(x)の増減を調べる．f 0(x) = 3x2 � 2 os� � x� 1
より，f 0(x) = 0の解を x� = os��pos2 �+ 33
とすると，�1 < x� < os� < x+ であることが確かめられ，f(x)の増減表は下のようになる．x (�1) x� (os�)f 0(x) + 0 �f(x) (0) % & (0)
よって，f(x)は x = x� で最大値を取る．V (�) = pf(x�)6p2 sin(�=2)
となるから， lim�!0�V (�) = 16p2 lim�!0 �sin(�=2) � lim�!0pf(x�):
ここで，lim�!0 �sin(�=2) = 2; lim�!0x� = �13 ; lim�!0 f(x�) = �1���13��(1���13�2) = 322731



となるので， lim�!0�V (�) = 16p2 � 2 � 4p23p3 = 49p3 : (2015.3.31)� �
（2015年 3月 27日 6:17）
（前略）2) �1 + 20012002�2002=2001 ; �1 + 20022001�2001=2002

の大小を比較せよ．

（02名古屋・理）� �2001,2002の数字にあまりとらわれないこと．
解答 関数 f(x) = 1x log(1 + x) ( x > 0 ) を考える．f 0(x) = � 1x2 log(1 + x) + 1x(1 + x) = x� (1 + x) log(1 + x)x2(1 + x) :g(x) = x� (1 + x) log(1 + x)とおくと，g0(x) = 1� log(1 + x)� (1 + x) � 11 + x = � log(1 + x) < 0 ( x > 0 )
であるから，x > 0で g(x)は単調減少であり，g(x) < g(0) = 0．よって，x > 0で f 0(x) < 0とな
り，f(x)は単調減少である．したがって，20022001 log�1 + 20012002� = f �20012002� > f �20022001� = 20012002 log�1 + 20022001� :
両辺の指数関数をとって �1 + 20012002�2002=2001 > �1 + 20022001�2001=2002 : (2015.3.30)� �
（数学問題�sugakumondai 2015年 3月 2日 4:32） 40Xk=1 40Ck � k4 の値を素因数分解せよ．(2015.3.30)� �nXk=0 nCk = 2n を示すのと同じ要領である．とはいえ，後半の計算が煩雑なので，計算ミスしてい

ないか正直自信なし．

解答 二項定理の公式 nXk=0 nCkxk = (1 + x)n32



の両辺を xで微分して， nXk=1 knCkxk�1 = n(1 + x)n�1:
両辺に x = (1 + x)� 1を掛けて，nXk=1 knCkxk = nf(1 + x) � 1g(1 + x)n�1 = n(1 + x)n � n(1 + x)n�1:
両辺を xで微分して，nXk=1 k2nCkxk�1 = n2(1 + x)n�1 � n(n� 1)(1 + x)n�2:
両辺に x = (1 + x)� 1を掛けて，nXk=1 k2nCkxk = n2f(1 + x)� 1g(1 + x)n�1 � n(n� 1)f(1 + x)� 1g(1 + x)n�2= n2(1 + x)n � n(2n� 1)(1 + x)n�1 + n(n� 1)(1 + x)n�2:
両辺を xで微分して，nXk=1 k3nCkxk�1 = n3(1 + x)n�1 � n(n� 1)(2n� 1)(1 + x)n�2+ n(n� 1)(n� 2)(1 + x)n�3:
両辺に x = (1 + x)� 1を掛けて，nXk=1 k3nCkxk = n3f(1 + x)� 1g(1 + x)n�1 � n(n� 1)(2n� 1)f(1 + x) � 1g(1 + x)n�2+ n(n� 1)(n� 2)f(1 + x)� 1g(1 + x)n�3= n3(1 + x)n � n(3n2 � 3n+ 1)(1 + x)n�1+ 3n(n� 1)2(1 + x)n�2 � n(n� 1)(n� 2)(1 + x)n�3:
両辺を xで微分して，nXk=1 k4nCkxk�1 = n4(1 + x)n�1 � n(n� 1)(3n2 � 3n+ 1)(1 + x)n�2+ 3n(n� 1)2(n� 2)(1 + x)n�3 � n(n� 1)(n� 2)(n� 3)(1 + x)n�4:n = 40, x = 1を代入して，40Xk=1 k440Ck = 404 � 239 � 40 � 39 � (3 � 402 � 3 � 40 + 1) � 238 + 3 � 40 � 392 � 38 � 237� 40 � 39 � 38 � 37 � 236= (23 � 5)4 � 239 � (23 � 5) � (3 � 13) � 4681 � 238 + 3 � (23 � 5) � (3 � 13)2 � (2 � 19) � 237� (23 � 5) � (3 � 13) � (2 � 19) � 37 � 23633



= 251 � 54 � 241 � 3 � 5 � 13 � 4681+ 241 � 33 � 5 � 132 � 19� 240 � 3 � 5 � 13 � 19 � 37= 251 � 54 � 241 � 3 � 5 � 13 � (4681� 32 � 13 � 19)� 240 � 3 � 5 � 13 � 19 � 37= 251 � 54 � 241 � 3 � 5 � 13 � 2458� 240 � 3 � 5 � 13 � 19 � 37= 251 � 54 � 240 � 3 � 5 � 13 � (2 � 2458 + 19 � 37)= 251 � 54 � 240 � 3 � 5 � 13 � 5619= 240 � 5 � (211 � 53 � 3 � 13 � 5619)= 240 � 5 � 36859= 240 � 5 � 29 � 31 � 41:
白状すると，最後の素因数分解36859 = 29�31�41は「数の帝国」というサイトhttp://ja.numberempire.om/
に頼った．この素因数分解，手計算でどうやって行うのだろうか？ (2015.3.30)� �
（自作数学問題 bot�mathquestionakt 2015年 3月 27日 21:24）x = 1 +p52 とする時，x12 の値を求めよ．� �

複素数の複素共役を考えるように，(1 +p5)=2と (1�p5)=2をペアにして考える．
解答 (1�p5)=2は 2次方程式X2�X�1 = 0の解であるので x = (1+p5)=2は x2�x�1 = 0，
すなわち，x2 = x+ 1を満たす．x4 = (x2)2 = (x+ 1)2 = x2 + 2x+ 1 = (x + 1) + 2x+ 1 = 3x+ 2;x8 = (x4)2 = (3x+ 2)2 = 9x2 + 12x+ 4 = 9(x+ 1) + 12x+ 4 = 21x+ 13;x12 = x4 � x8 = (3x+ 2)(21x+ 13) = 63x2 + 81x+ 26= 63(x+ 1) + 81x+ 26 = 144x+ 89= 144 � 1 +p52 + 89 = 161 + 72p5: (2015.3.29)� �
（数学問題置き場�HimaginaryMp 2015年 3月 21日 16:12）ln = Z �=40 tann xdx とする．ln+2 + ln = 1n+ 1 を示せ．� �Z �=20 osn xdx; Z �=20 sinn xdx の計算と発想は似ている．

解答 部分積分を用いると，ln+2 + ln = Z �=40 tann x(1 + tan2 x)dx= Z �=40 tann x dxos2 x = Z �=40 tann x(tanx)0dx34



= � tann x � tanx��=40 � Z �=40 (tann x)0 tanxdx= 1� n Z �=40 tann�1 x � tanx dxos2 x= 1� n Z �=40 tann x(1 + tan2 x)dx= 1� n(ln+2 + ln)
を得る．これを ln+2 + ln について解いて，ln+2 + ln = 1n+ 1 : (2015.3.29)� �
（2015年 3月 16日 10:17）方程式sinx+ sin 2x+ � � �+ sin(nx) = 0 � 0 < x 5 2�n �
を解け．

（fujiategory様）� �
大学理工系の数学の必修事項として「オイラーの公式」というものがある．これは，純虚数に対す

る指数関数を eix = osx+ i sinx
で定義するものである．三角関数の加法定理を使えば，指数法則ei(x+y) = eixeiy
が成り立つことが示され，あたかも実数の指数関数と同様に扱えるのである．そして，ド・モアブ

ルの公式はオイラーの公式を用いるとeinx = (eix)n ( n = 1; 2; : : : )
と表される．なお，osx; sinxはオイラーの公式を用いればosx = eix + e�ix2 ; sinx = eix � e�ix2i
と表される．

解答 オイラーの公式より sinkx = Imeikxであるから， nXk=1 eikxを計算して虚部をとれば， nXk=1 sin kx =sinx+ sin 2x+ � � �+ sinnx が得られる．ド・モアブルの公式を用いて，nXk=1 eikx = nXk=1(eix)k = eix einx � 1eix � 1 = ei(n+1)x=2 einx=2 � e�inx=2eix=2 � e�ix=2 = ei(n+1)x=2 sin(nx=2)sin(x=2) :
この虚部をとって， nXk=1 sin kx = sin�n+ 12 x� sin(nx=2)sin(x=2)35



を得る．これが 0となるのは，1) nx2 = m�; すなわち， x = 2m�n （mは整数）;
または， 2) n+ 12 x = m�; すなわち， x = 2m�n+ 1 （mは整数）
のときである．0 < x 5 2�=nの範囲で 1)を満たす xは x = 2�n ，2)を満たす xは x = 2�n+ 1 で
ある．ゆえに，求める解は x = 2�n+ 1 ; 2�n
である． (2015.3.29)� �
（2015年 3月 26日 11:17）四面体ABCDはAB = 6; BC = p13; AD = BD = CD = CA = 5
であると仮定する．（中略）2) 四面体 ABCDの体積を求めよ．

（06学習院・理）� �
どの面を底面として四面体の体積を求めるかが問題になるが，ここは正四面体である4ACDを底
面にとれば，底面積の計算の手間が省けてよさそうである．ところで，解答は意外と煩雑な計算と

なった．正直言って私も答えに自信がないので，途中の計算を細かく書いておく．

解答 四面体 ABCDの体積は，正三角形である4ACDを底面として計算することにする．点 B
から4ACDに下ろした垂線の足を点 Pとすれば（図 4参照），

（四面体 ABCDの体積）= 13 �（4ACDの面積）� BP
により求まる．線分 BPの長さを求めるために，辺 BDと点 Pを含む平面と辺 ACとが交わる点
を Qとして（図 4参照），4BDQについて調べることにする．4BDQの一辺BQの長さを求める．線分BQは線分ACと直交することに注意すれば，CQ = x
と置いて三平方の定理より，BQ2 = BC2 � CQ2 = AB2 �AQ2; (p13)2 � x2 = 62 � (5� x)2;13� x2 = 36� (25� 10x+ x2); 10x = 2 ) x = CQ = 15 ;BQ =s(p13)2 ��15�2 =r13 � 52 � 152 = p3245 = p32 � 625 = 185 :4BDQの残った一辺 DQの長さを求める．余弦定理より，DQ2 =CD2 +CQ2 � 2CD �CQos\ACD= 52 + �15�2 � 2 � 5 � 15 � 12 = 54 + 1� 5252 = 60152 ;36



PSfrag replaements
A

B
C DPQ

図 4: 四面体 ABCD) DQ = p6015 :
線分 BPの長さ（四面体の高さ）を求める．線分 BPが線分 DQと直交していることに注意すれ
ば，PQ = yと置くと三平方の定理により，BP2 = BQ2 � PQ2 = BD2 �DP2; �185 �2 � y2 = 52 � p6015 � y!2 ;18252 � y2 = 52 ��60152 � 25p601y + y2� ;25p601y = 18252 � 52 + 60152 = 324� 625 + 60152 = 30052 = 12) y = PQ = 52p601 � 12 = 30p601 :BP =qBQ2 � PQ2 =s�185 �2 � 302601 =r182 � 601� 52 � 30252 � 601 = 35r62 � 601� 52 � 102601= 35r21636� 2500601 = 35r9136601 = 35r26 � 143601 = 245 r143601 :
一方，正三角形 ACDの面積は 12 � 5 � 52p3 = 254 p3
である．ゆえに，四面体 ABCDの体積は13 � BP �（4ACDの面積）= 13 � 245 r143601 � 254 p3 = 10r429601 : (2015.3.29)
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� �
（数学問題�sugakumondai 2015年 3月 1日 21:13）19以上 2007以下の自然数の中で，以下
の条件 1)�3)を満たす数の個数を求めよ．1). 3で割ると 2余る．2). 5で割ると 3余る．3). 7で割ると 2余る．

（07京都高校生数学コンテスト）� �
この問題は，初等整数論の基本定理である「中国式剰余定理」を用いる．

中国式剰余定理
� �m1;m2; : : : ;msをどの二つも互いに素である整数とする．このとき，m1で割ると b1余り，m2
で割ると b2余り，…，msで割ると bs余る整数が，M = m1m2 � � �msを法としてただひとつ
存在する．すなわち， x � b1 mod m1x � b2 mod m2� � �x � bs mod ms
なる整数 xはM を法としてただひとつ存在する．� �

証明 定理の整数xを具体的に構成する．M1 = m2m3 � � �ms,M2 = m1m3 � � �ms,Ms = m1m2 � � �ms�1
とおく．このとき，i = 1; 2; : : : ; sに対しMifi � 1 mod miを満たす整数 fiが，miとMiが互い
に素であることから存在する

2
．そこで，x = M1f1b1 +M2f2b2 + � � �+Msfsbs

とおくと，各 i = 1; 2; : : : ; sについて，j 6= iなる jに対しMj はmiで割り切れるからMjfjbj � 0mod mi となり，x �Mifibi � bi mod mi が成り立つ．
（解の一意性）yも定理の連立方程式を満たす整数解 xであるとして，y � x mod M を満たすこ
とを示せばよい．y � x mod mi ( i = 1; 2; : : : ; s )であるから，y�xはどの二つも互いに素であるm1;m2; : : : ;ms で割り切れ，結局，M = m1m2 � � �ms で割り切れる，すなわち，y � x mod M
である．

解答 3,5,7はどの二つも互いに素であるから，中国式剰余定理により，題意を満たす整数 x は3� 5� 7 = 105を法としてただひとつ存在する．まず，題意を満たす整数 xをひとつ求める．(5� 7)f1 � 35f1 � 1 mod 3(7� 3)f2 � 21f2 � 1 mod 52
一般に，a; b が互いに素である整数であるとき，ax+ by = 1 を満たす整数 x; y が存在することがユークリッドの互

除法によりわかるので，示される． 38



(3� 5)f3 � 15f3 � 1 mod 7
を満たす f1; f2; f3 を求めると，f1 = �1; f2 = 1; f3 = 1である．よって，題意を満たす整数 xと
して， x = 35� (�1)� 2 + 21� 1� 3 + 15� 1� 2 = 23
が得られる．したがって，題意を満たす整数 xは一般に x= 23+105m（mは整数）と表される．この
ような整数を19; : : : ; 2007の中から探すと，23; 128(= 23+105�1); 233(= 23+105�2); : : : ; 1913(=23 + 105� 18) の 19個存在する． (2015.3.28)� �
（数学問題 bot（個人用）�srinivasa1729 2015年 3月 21日 2:34）空間内に四面体 ABCD
を考える．このとき，その頂点 A, B, C, Dを同時に通る球面があることを示せ．

（2011年京大理系）� �
四面体の 4頂点のうち 3頂点を通る円と残りの 1頂点を含む球面の存在を言えばよい．下記の解答
のうち前半は記す必要があるのかしら？

解答1. まず，一直線上にない 3点A,B,Cを通る円が存在することを示す．3点を含む平面上に (x; y)-
座標平面をとる．このとき，点 Aが (�a; 0)，点 Bが (a; 0)（a > 0は定数）となるようにで
きる．そして，点 Cを (x0; y0) ( y0 6= 0 )とする．2点 (�a; 0)を通る円はその中心が y軸上
にあるので，円の方程式は x2 + (y � s)2 = s2 + a2 （sは定数）と書ける．点 (x0; y0)がそ
の円の上にあるとすると，x02 + (y0 � s)2 = s2 + a2 ) s = x02 + y02 � a22y0 :
このように sをとれば，上記の円は 3点 (�a; 0); (x0; y0)を通る．ゆえに，3点 A,B,Cを通
る円は存在する．2. 四面体ABCDの頂点のうち 3頂点A,B,Cを通る円は，3点A, B, Cは一直線上にないので，上
記により存在する．その円をC1とし，半径を aとする．(x; y; z)-座標空間を，円C1が (x; y)-
平面内に含まれ中心が原点 Oに一致するようにとる．残る頂点 Dを (x0; y0; z0) ( z0 6= 0 )と
する．円 C1 を含む球面はその中心が z-軸上にあるので，x2 + y2 + (z � s)2 = a2 + s2 （s
は定数）と書ける．点 D(x0; y0; z0)がその球面の上にあるとすると，x02 + y02 + (z0 � s)2 = a2 + s2 ) s = x02 + y02 + z02 � a22z0 :
このように sをとれば，この球面は円C1 と点 (x0; y0; z0)を含む．円 C1 は 3点 A,B,Cを含
むので，四面体の 4頂点 A,B,C,Dを含む． (2015.3.27)39



� �
（数学問題 bot（個人用）�srinivasa1729 2015年 3月 26日 2:34）nを 1以上の整数とする．n次の xの多項式 f(x)とその導関数 f 0(x)との間に nf(x) = (x+ p)f 0(x)という関係がある
とする．（pは定数）このとき，f(x)は定数 aと pを用いて，f(x) = a(x + p)n と書ける事を
示せ．

（1998年阪大）� �
解答 f(x)は n次多項式であるから，f(x) = an(x+ p)n + an�1(x+ p)n�1 + � � �+ a1(x + p) + a0 （an(6= 0); an�1; : : : ; a1; a0 は定数）
と表せる．これを nf(x) = (x + p)f 0(x)に代入して，nan(x+ p)n + nan�1(x+ p)n�1 + nan�2(x+ p)n�2 + � � �+ na1(x+ p) + na0= nan(x + p)n + (n� 1)an�1(x+ p)n�1 + (n� 2)an�2(x+ p)n�2 + � � �+ a1(x+ p) (15)
を得る．式 (15)両辺の (x+p)の各べきの係数を比較する．(x+p)nの係数を比較するとnan = nan
となり，これは任意の an(6= 0)に対して成立する．次に，(x+ p)n�1の係数を比較すると nan�1 =(n � 1)an�1 となり，an�1 = 0を得る．(x + p)n�2 の係数を比較すると nan�2 = (n � 2)an�2 と
なり，an�2 = 0を得る．以下同様にして an�3 = � � � = a0 = 0を得るので，f(x) = an(x+ p)n と
なる． (2015.3.27)� �
（難問！数学問題！2015年 3月 25日 21:02）pが素数の時ppは無理数となる事を証明せよ．

（axjak_様）� �p2が無理数であることの証明はよく知られているが，それを真似すればよい．
解答

ppが有理数であると仮定して矛盾を導く．ppが有理数ならばpp = a=bと表される．ここで，a; b(6= 0)は互いに素な整数である．両辺を
自乗して p = a2=b2, a2 = pb2．よって，a2は pの倍数となり，pが素数であることから a自身が p
の倍数となる．そこで a = pm（mは整数）とおくと，pb2 = (pm)2 = p2m2; b2 = pm2:
よって，b2 は pの倍数となり，pが素数であることから b自身が pの倍数となる．以上より，a; b
はともに pの倍数となるが，これは a; bが互いに素と仮定したことに反する． (2015.3.27)� �
（数学問題 bot（個人用）�srinivasa1729 2015年 3月 23日 2:34）f(x)は xn の係数が 1で
ある xの n次式である．相異なる n個の有理数 q1; : : : ; qnに対して f(q1); : : : ; f(qn) がすべて
有理数であれば，f(x)の係数はすべて有理数であることを数学的帰納法を用いて示せ．

（2002年京大後期）� �40



解答 n = 1の場合，1次式 f(x) = x+ a（aは定数）と有理数 q1に対して f(q1) が有理数ならばa = f(q1)� q1 は有理数となるので，題意が成立する．nの場合に題意が成立すると仮定して，n + 1の場合にも題意が成立することを示す．f(x) をxn+1の係数が 1の n+1次多項式として，有理数 q1; : : : ; qn+1に対して f(q1); : : : ; f(qn+1)が有理
数であるとする．このとき，n+ 1次多項式 f(x)� f(qn+1)は因数定理により x� qn+1 で割り切
れるので， g(x) = f(x)� f(qn+1)x� qn+1
は n次多項式であり xnの係数は 1である．そして，g(q1); : : : ; g(qn)は有理数であるから，帰納仮
定により g(x) の係数はすべて有理数である．ゆえに，f(x) = f(qn+1) + (x� qn+1)g(x)
の係数はすべて有理数となる． (2015.3.27)� �
（2015年 3月 25日 21:17）nを自然数とするときm 5 nでmと nの最大公約数が 1となる
自然数mの個数を f(n)とする．（中略）2) p; qを互いに異なる素数とする．このとき f(pq)を
求めよ．

（03名古屋大）� �
本文の f(n)はオイラー関数と呼ばれる関数である．
解答 pq以下の自然数mでmと pqの最大公約数が 1であるものは，1; 2; : : : ; pqから pまたは q
の倍数 p; 2p; : : : ; (q � 1)p; q; 2q; : : : ; (p� 1)q; pq (16)
を除いたものである．式 (16)の数の個数は p+ q � 1であるから，f(pq) = pq � (p+ q � 1) = (p� 1)(q � 1):
なお，一般に自然数 nが p1n1p2n2 � � � psns と素因数分解されるとき，f(n) = f(p1n1p2n2 � � � psns)= p1n1�1p2n2�1 � � � psns�1(p1 � 1)(p2 � 1) � � � (ps � 1)= n�1� 1p1��1� 1p2� � � ��1� 1ps�
である． (2015.3.27)� �
（2015年 3月 26日 1:17）nを自然数とし，an = 4n+1 +52n�1 とする．anが 21で割り切れ
ることを示せ．

（09静岡大）� �\mod p"の威力を感じざるを得ない． 41



解答 an が 3と 7で割り切れることを示せばよい．� （3で割り切れること）\mod 3"で考えると，4 � 1 mod 3; 5 � �1 mod 3
であるから， an � 1n+1 + (�1)2n�1 = 1� 1 � 0 mod 3:� （7で割り切れること）\mod 7"で考えると，5 � �2 mod 7 であるから，an = 4n�1 � 16 + 52(n�1) � 5 � 4n�1 � 2 + (�2)2(n�1) � (�2) = 2(4n�1 � 4n�1) = 0 mod 7:

別解 \mod p"を使わない解法．数学的帰納法を用いる．a1 = 21は 21で割り切れる．an が 21で割り切れると仮定する．an+1 = 4n+2 + 52n+1 = 4n+1 � 4 + 52n�1 � 25 = 4n+1 � 4 + 52n�1 � (4 + 21)= 4(4n+1 + 52n�1) + 21 � 52n�1 = 4an + 21 � 52n�1:an は 21で割り切れるから，an+1 も 21で割り切れる． (2015.3.27)� �
（2015年 3月 21日 16:17）k = 1; 2; 3; : : : ; 2011に対して F (k) = 2k を満たす 2010次関数F (x)について，以下を求めよ．1) F (2012)� 22012 2) F (2013)� 22013 3) F (0) 4) F (�1)

（ruz_F様）� �
次のことを利用する．x1; x2; : : : ; xn をどの 2 つも相異なる数として，n � 1 次多項式 f(x) が f(xk) = yk( k = 1; 2; : : : ; n )を満たすとき，f(x)はf(x) = nXk=1 yk (x � x1)(x � x2) � � � (x � xk�1)(x� xk+1)(x� xk+2) � � � (x � xn)(xk � x1)(xk � x2) � � � (xk � xk�1)(xk � xk+1)(x� xk+2) � � � (xk � xn)

と表される．

これは「ラグランジュ補間」と呼ばれ，関数の近似計算に利用される．

解答 F (x)は次のように表される． F (x) = 2011Xk=1 2kLk(x);
42



ここで，Lk(x) = (x� 1)(x� 2) � � � (x� k + 1)(x� k � 1)(x� k � 2) � � � (x� 2011)(k � 1)(k � 2) � � � 1 � (�1)(�2) � � � (k � 2011)= (�1)2011�k(k � 1)!(2011� k)! (x� 1)(x� 2) � � � (x� k + 1)(x� k � 1) � � � (x� 2011)= (�1)k�1(k � 1)!(2011� k)! (x� 1)(x� 2) � � � (x� 2011)x� k ( k = 1; 2; : : : ; 2011 ):1). k = 1; 2; : : : ; 2011に対しLk(2011) = (�1)k�1(k � 1)!(2011� k)! (2011)!2012� k = (�1)k�1(2011)!(k � 1)!(2012� k)! = (�1)k�12011Ck�1
であるから， F (2012) = 2 2011Xk=1(�2)k�12011Ck�1 = 2 2010Xk=0(�2)k2011Ck= 2(2011Xk=0(�2)k2011Ck � (�2)2011)= 2 hf1 + (�2)g2011 � (�2)2011i= 2�(�1)2011 + 22011	 = �2 + 22012:
ゆえに，F (2012)� 22012 = �2:2). k = 1; 2; : : : ; 2011に対しLk(2013) = (�1)k�1(k � 1)!(2011� k)! (2012)!2013� k= (2012� k)(�1)k�1 (2012)!2013� k= (�1)k�1(2012� k) (2012)!(k � 1)!(2013� k)!= (�1)k�1(2012� k)2012Ck�1
であるから， F (2013) = 2 2011Xk=1(�2)k�1(2012� k)2012Ck�1= 2 2010Xk=0(�2)k(2011� k)2012Ck= 2 � 2011 2010Xk=0(�2)k2012Ck � 2 2010Xk=0(�2)kk2012Ck: (17)(17)最右辺第 1項の和は2010Xk=0(�2)k2012Ck = 2012Xk=0(�2)k2012Ck � 2012(�2)2011 � (�2)201243



= f1 + (�2)g2012 + 2012 � 22011 � 22012= (�1)2012 + 2012 � 22011 � 22012= 1 + 2012 � 22011 � 22012
と計算される．第 2項の和については，(1 + x)n = nXk=0 nCkxk
を xについて微分して得られる式n(1 + x)n�1 = nXk=0 nCkkxk�1
を用いて計算する．2010Xk=0(�2)kk2012Ck = � 2 2010Xk=0(�2)k�1k2012Ck= � 2(2012Xk=0(�2)k�1k2012Ck � 2011 � 2012(�2)2010 � 2012(�2)2011)= � 2 � 2012f1+ (�2)g2011 � 2011 � 2012(�2)2011 � 2012(�2)2012= 2 � 2012 + 2011 � 2012 � 22011 � 2012 � 22012:
ゆえに， F (2013) = 2 � 2011(1 + 2012 � 22011 � 22012)� 2(2 � 2012 + 2011 � 2012 � 22011 � 2012 � 22012)= 2(2011� 2 � 2012) + 2 � 22012(2012� 2011)= � 4026 + 22013;) F (2013)� 22013 = �4026:3). k = 1; 2; : : : ; nに対して，Lk(0) = (�1)k�1(k � 1)!(2011� k)! (�2)2010 (2011)!k= (�1)k�1 (2011)!k!(2011� k)! = (�1)k�12011Ck
であるから， F (0) = 2011Xk=1(�1)k2011Ck = hf1 + (�2)g2011 � 1i= � f(�1)2011 � 1g = 2:44



4). k = 1; 2; : : : ; nに対してLk(�1) = (�1)k�1(k � 1)!(2011� k)! (�2)(�3) � � � (�k)(�k � 2)(�k � 3) � � � (�2012)= (�1)k�1(k � 1)!(2011� k)! (�1)2010 (2012)!k= (�1)k (2012)!k!(2011� k)! = 2012(�1)k2011Ck
であるから，F (�1) = 2011Xk=1 2kLk(�1)= 2012 2011Xk=1(�2)k2011Ck= 2012(2011Xk=0(�2)k2011Ck � 1)= 2012 �f1 + (�2)g2011 � 1�= 2012 � (�1� 1) = �4024: (2015.3.25)� �

（2015 年 3 月 23 日 4:17）数列 fAng は A1 = 1，n = 2 に対して An は条件「An はA1; A2; : : : ; An�1のどの項とも異なる」，「A1; A2; : : : ; An�1の中から重複なくどのように項を
取り出してもそれらの和が Anに等しくならない」を満たす最小自然数．この時 Anを nで表
わせ．

（83東大理系）� �
まずは，小さい nで「実験」してみる．あとは，2のべき乗が現れたら二進数の利用を検討して
みる．

解答 S0n = fA1; A2; : : : ; An g; Sn = f S0n の重複しない元の和で表される数 g
とおく．すると，An+1 は Sn のどの元とも一致しない最小の自然数である．S01 = fA1g = f1g; S1 = f1g より A2 = 2．S02 = f1; 2g; S2 = f1; 2; 3g より A3 = 4．S03 = f1; 2; 4g， S3 = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7g より A4 = 8．S04 = f1; 2; 4; 8g， S4 = f1; 2; 3; 4; : : : ; 15g より A5 = 16．
以上より，An = 2n�1と推定される．
これを数学的帰納法により証明する．n = 1の場合正しいことはすでに示された．nの場合に

正しいと仮定する．その時，S0n = f1; 2; 22; : : : ; 2n�1gである．ここで，二進数表示を採用する．45



すなわち，an2n + an�12n�1 + � � � + a12 + a0 （a0; a1; : : : ; an は 0または 1）と表される整数を(an � � � a1a0)2 と表すことにする（例えば，2 = (10)2, 5 = (101)2）．すると，S0n = f (1)2; (10)2; (100)2; : : : ; (10 � � �0| {z }n桁 )2 g
となるので， Sn = f二進数でたかだか n桁で表される整数 g
となり， An+1 = ( 10 � � �0| {z }n+ 1桁)2 = 2n
を得る．よって，n+ 1の場合も正しいことが示された．
ゆえに，An = 2n�1である． (2015.3.24)� �
（2015年 3月 22日 2:17）白石 180個と黒石 181個，計 361個の石が横に一列に並んでいる．
石がどう並んでいても，以下の条件を満たす黒の石が少なくとも一つあることを示せ．

「その黒の石とそれより右にある石をすべて除くと，残りは白黒同数となる．

ただし，石が一つも残らない場合も同数とみなす．」

（01東大文系）� �361個の石を右から一つずつ取り除いて，残った白石・黒石の個数がどう変化するかという「思
考実験」を行う．あとは，論証力の勝負である（東大とはいえ文系受験生にこの問題を解かせた

のか…）．

解答 361個の石を右から一つずつ除去することを考える．k(= 1; 2; : : : ; 361)回目の石除去のあ
と残っている黒石の数を b(k)，白石の数を w(k)とする．ただし，b(0) = 181; w(0) = 180とする．b(k); w(k)は次の性質を満たす．1. b(k), w(k)はともに単調減少である．2. b(k � 1)� b(k) = 0または 1, w(k � 1)� w(k) = 0または 1.3. b(k � 1)� b(k) = 0のときは w(k � 1)� w(k) = 1，そして，b(k � 1) � b(k) = 1のときはw(k � 1)� w(k) = 0である．4. b(361) = w(361) = 0:b(k) = w(k)なる k は必ず存在する（b(361) = w(361) = 0であるから）．そのような k で最小の
ものを k0とすれば，k0回目に除去する石は黒石であることが下記のように示される．そして，は
じめに 361個の石が並んでいる状態で，右から k0番目の黒石およびその右側の石すべてを 361個
の石から除けば，残った黒石・白石は同数となる．

それでは，k0 回目に除去する石は黒石であること，すなわち，b(k0 � 1) � b(k0) = 1, w(k0) �w(k0�1) = 0であることを示す．もし，k0回目に除去する石が白石であると仮定すると，b(k0�1) <46



w(k0�1)である．一方，b(0) = 181 > 180 = w(0)であるから，k0回目の石除去までに b(k)とw(k)
の大小関係の逆転が起こる．そして，b(k); w(k)に対する上記の性質から，ある k1 ( 1 5 k1 < k0 )
に対して b(k1) = w(k1) となる．これは，k0 の最小性に矛盾する．ゆえに，k0 回目に除去する石
は黒石である． (2015.3.23)� �
（2015年 3月 22日 21:17）111213 の十の位を求めよ．

（07数オリ予選）� �111213 というビッグな数字に驚いて思考停止になりそうだが，十の位だけ求めればよいので実はそ
んなに大変な計算にはならない．

解答 まず，11n ( n = 1; 2; : : : )について考える．二項定理より，11n = (10 + 1)n = nXk=0 nCk10k = 1 + 10n+ 100�（整数）
となるので，

（11nの十の位）=（nの一の位）
である．よって，1213 の一の位を求めればよい．

（1213の一の位）=（213の一の位）= 2:
ゆえに，111213 の十の位は 2である． (2015.3.23)� �
（2015年 3月 22日 12:17）サイコロを投げると 1から 6までの整数の目が等しい確率で出ると
する．サイコロをn回 (n = 1; 2; 3; : : :)投げるとき，出る目の積の 1の位が j (j = 0; 1; 2; : : : ; 9)
となる確率を Pn(j)とする．（中略）4) Pn(5)を求めよ．

（09名古屋・理）� �
いくつかの自然数の積の 1の位が 5となるのは，5�（奇数）のパターンとなるときである．
解答 いくつかの自然数の積の 1 の位が 5 となるのは，その自然数の中にひとつ以上 5 が含ま
れ，他の自然数はみな奇数のときである．それを考えると，サイコロの出る目の積の 1の位が 5
となるのは，1回以上 5が出て，その他の回は 1または 3のときである．サイコロを n回投げてk(= 1; 2; : : : ; n )回 5が出て，その他は 1または 3が出る確率は，nCk �16�k �13�n�k である．そ
れを k = 1; 2; : : : ; nについて足し合わせると，求める確率 Pn(5)を得る．二項定理を用いて，Pn(5) = nXk=1 nCk �16�k �13�n�k = nXk=0 nCk �16�k �13�n�k ��13�n= �16 + 13�n � 13n = 12n � 13n :47



(2015.3.23)� �
（2015年 3月 22日 18:17）3p + 2q = 1 を満たす自然数の組 (p; q)を全て求めよ．

（08京都高校生数学コンテスト）� �
この種の問題では，解に不等式の制約条件をわざと課して解の範囲を絞り込むのが常套手段であ

る．同様にして，例えば

1p + 1q + 1r = 1 を満たす自然数の組 (p; q; r)を求めることができる．
解答 p = qとすると，1 = 3p + 2q 5 3q + 2q = 5q より，q 5 5である．この範囲で解 (p; q)を探し
て，(p; q) = (9; 3); (6; 4); (5; 5) を得る．p < q とすると，1 = 3p + 2q < 3p + 2p = 5p より，p < 5である．この範囲で解 (p; q)を探して(p; q) = (4; 8)を得る．
以上より，解は (p; q) = (4; 8); (5; 5); (6; 4); (9; 3) である． (2015.3.23)� �
（2015年 3月 21日 18:17）自然数 nに対して操作 F「nが偶数ならば nを 2で割る．nが奇
数ならば n を 3倍して 1を加える．」を 10回行う．10回目で初めて 1となる自然数を全て求
めよ．

（07京都高校生数学コンテスト� �
「すべての自然数に対して操作Fを繰り返せばいつかは 1に到達する」というのがコラッツ予想で
ある．

解答� 操作 A：もとの数を 3倍して 1を足す．� 操作 B：もとの数を 2で割る．
とする．操作 Aまたは Bを繰り返して 2のべき乗 2n となれば，あとは2n B�! 2n�1 B�! 2n�2 B�! � � � B�! 2 B�! 1
というふうに 1に到達する．これより，10回目に初めて 1となる数としてまず 210 = 1024が見つ
かる．その他，10回目で初めて 1となるパターンとして，k(= 1; 2; : : : ; 9)回目に操作Aを行って210�k となり，あとは操作 Bを (10� k)回行って 1に到達する場合がある．k = 1; 2; : : : ; 9各々に
ついてこのようなパターンになる場合を探していく．その際，操作 Aで数 nになるには nを 3で
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割った余りが 1でなければならないことに注意する．そうして，下記の場合が見つかる．1 B � 2 B � � � � B � 28 = 256 A � 85 A � 28� � � A � 85 B � 1701 B � 2 B � � � � B � 26 = 64 A � 21 B � 42 B � 84 B � 1681 B � 2 B � � � � B � 24 = 16 A � 5 B � 10 A � 3 B � 6 B � 12 B � 24� � � B � 10 B � 20 B � 40 A � 13 B � 26� � � B � 40 B � 80 B � 160
ゆえに，求める数は 24, 26, 28, 160, 168, 170, 1024である． (2015.3.22)� �
（数学問題�sugakumondai2015年 3月 2日 21:57）20071; 20072; : : : ; 20072007のうち一の位が7となる数は全部でいくつあるか．

（07京都高校生数学コンテスト）� �
実は数学の知識がなくても解ける問題である．

解答 20072 = 2007� 2007; 20073 = 20072 � 2007; : : : の計算を20072 = 2007� 2007 = � � � 7� � � � 7 = � � � 9;20073 = 20072 � 2007 = � � � 9� � � � 7 = � � � 3;: : :
というふうに，一の位だけ残してそれより上の位を捨てて計算していけば，2007n ( n = 1; 2; : : : )
の一の位は 7; 9; 3; 1; 7; 9; 3; 1; : : :
と周期 4で周期的に変化することがわかる．そして，n = 4k+1 ( k = 0; 1; 2; : : : )のときに 2007n
の一の位は 7になる．ゆえに，20071; 20072; : : : ; 20072007のうち一の位が 7となるものは，20071; 20075; 20079; : : : ; 20072005 = 20074�501+1
の 502個である． (2015.3.22)
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� �
（2015年 3月 20日 19:17）1). x3 � 63x+ 162を因数分解せよ．2). 整数 a; b; ; dに対し複素数 u = a+ bp3i, v = + dp3iが次の 2つの等式u3 + v3 = �162; uv = 21

を満たす．このとき a; b; ; dを求めよ．
（00信州大）� �

整数の問題と聞くと難しそうに思うが，この問題は誘導に従って解けばそんなに難しくない．

解答1). f(x) = x3 � 63x+162とおくと f(3) = 0であるから，因数定理により f(x)は x� 3で割り
切れる．f(x)を x� 3で割り算することにより，f(x) = (x� 3)(x2 + 3x� 54) = (x� 3)(x� 6)(x+ 9)
を得る．2). (u+ v)3 = u3 + v3 + 3uv(u+ v) = �162 + 63(u+ v)
により，前問の結果を用いて(u+ v)3 � 63(u+ v) + 162 = (u+ v � 3)(u+ v � 6)(u+ v + 9) = 0;) u+ v = 3; 6;�9:� u+ v = 3のとき，u; vは方程式 x2 � 3x+ 21 = 0の解である．x = 3� 5p3i6 となり，u = a+ bp3i, v = + dp3i （a; b; ; dは整数）の形とならない．� u + v = 6のとき，u; v は方程式 x2 � 6x + 21 = 0の解である．x = 3 � 2p3iより，(a; b; ; d) = (3; 2; 3;�2); (3;�2; 3; 2)を得る．� u+ v = �9のとき，u; vは方程式 x2 + 9x + 21 = 0の解である．x = �3�p3i2 とな

り，u = a+ bp3i, v = + dp3i （a; b; ; dは整数）の形とならない．
以上より，求める整数の組は (a; b; ; d) = (3; 2; 3;�2); (3;�2; 3; 2)である． (2015.3.21)
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� �
（2015年 3月 19日 10:17）半径 3の球 T1と半径 1の球 T2が，内接した状態で空間に固定さ
れている．半径 1の球 S が次の条件A), B)を同時に満たしながら動く．S の中心が存在しう
る範囲をDとするとき，立体Dの体積を求めよ．A). S は T1 の内部にあるか T1 に内接．B). S は T2 の外部にあるか T2 に外接．

（10大阪・理）� �
題意の立体はある平面図形の回転体と見抜くところがポイント．

解答 立体Dは図 5の影をつけた部分を x軸まわりに回転してできる．ただし，図においてC1 : x2 + y2 = 9; C2 : (x� 2)2 + y2 = 1;C3 : x2 + y2 = 4 & x 5 1; C4 : (x� 2)2 + y2 = 4 & x 5 1
である．したがって，立体Dの体積は� Z 1�2(4� x2)dx � � Z 10 f4� (x � 2)2gdx = 223 �
である．PSfrag replaements

O 1 2
3

3
�3

�3 �2 x
y C1C2C3 C4

図 5: 立体Dは影をつけた部分を x軸まわりに回転してできる (2015.3.21)
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� �
（2015年 3月 15日 13:17）1. a+ b = のとき，a3 + b3 + 3ab = 3 を示せ．2. a+ b = のとき，a3 + b3 + 3ab = 3 を示せ．

（09東北）� �
第 2問が意外と手こずった．最後の式変形は，自分が受験生の頃だったらすぐ思いついたかもしれ
ない．

解答1. a3 + b3 + 3ab� 3 = (a+ b)3 � 3ab(a+ b) + 3ab� 3 = 0:2. a3 + b3 + 3ab� 3= (a+ b)3 � 3ab(a+ b) + 3ab� 3= (a+ b)3 � 3 � 3ab(a+ b� )= (a+ b� )f(a+ b)2 + (a+ b) + 2 � 3abg:
ここで，a+ b�  = 0，そして(a+ b)2 + (a+ b) + 2 � 3ab= a2 + b2 + 2 � ab+ b+ a= 12f(a� b)2 + (b+ )2 + (+ a)2g= 0
であるから， a3 + b3 + 3ab� 3 = 0: (2015.3.21)� �

（2015年 3月 19日 18:17）正 n角形 A ( n = 5 )がある．2辺を Aと共有するような三角形n個で囲まれてできる，Aでない正 n角形を Bとする．（Aの面積）=（Bの面積）を nの式で
表せ．

（ruz_F様）� �
例えば n = 6の場合，Aと Bは図 6(a)のようになる（影をつけた部分が B）．
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PSfrag replaements O
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A4 A5

B1
B2CD

(a) (b)
図 6: (a) 正 n角形 A, B ( n = 6 ), (b) A, B の辺の一部
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解答 正 n角形 A;Bの中心を点Oとする．Aの連続する 5頂点をとり，それらを反時計回りに A1,A2, A3, A4, A5 とし，線分 A1A3，A2A4 の交点を点 B1，線分 A2A4，A3A5 の交点を点 B2 とす
る．点 Oから線分 A2A2 に垂線を下ろし，その足を点 Dとし，垂線と線分 B1B2 との交点を点 C
とする（図 6(b)参照）．正 n角形の 1辺の長さを aとする．
まず，正 n角形 Aの面積 SA は，SA =（4OA2Dの面積）� 2n = 12a �OD � 2n = 12na2 ot �n:

次に，正 n角形の面積を求める．n角形の内角の和は (n� 2)�であるから，\A2A3A4 = (n� 2)�n ; \A3A2C = 12 �� � (n� 2)�n � = �n:
よって，正 n角形 Bの一辺の長さ a0 は，\A3B1C = \A3A2B1 + \A2A3B1 = 2�n ;A3C = A2A3 os\A3A2C = a sin �n;B1C = A2C � ot 2�n = a sin �n ot 2�n ;) a0 = 2 � B1C = 2a sin �n ot 2�n
と求まる．したがって，正 n角形 Bの面積 SB は，Aの面積と同様にして，SB = 12na02 ot �n = 2na2 sin �n os �n ot2 2�n = na2 sin 2�n ot2 2�n
と求まる．ゆえに， SASB = ot(�=n)2 sin(2�=n) ot2(2�=n) = os2(�=n)os2(2�=n) : (2015.3.20)� �
（2015年 3月 20日 3:17）nを 3以上の自然数とするとき，nXk=3 kC3 = n+1C4
が成り立つことを示せ．

（06学習院・経）� �
二項係数に関する基本的な公式を使うだけ．

解答 公式 nCk = n�1Ck�1 + n�1Ck
により， n+1C4 = nC3 + nC4= nC3 + n�1C3 + n�1C454



= nC3 + n�1C3 + n�2C3 + n�2C4: : := nC3 + n�1C3 + n�2C3 + � � �+ 4C3 + 4C4= nC3 + n�1C3 + n�2C3 + � � �+ 4C3 + 3C3:
最後に kCk = 1 ( k = 1; 2; : : : )を用いた． (2015.3.20)� �
（数学問題�sugakumondai2015年 3月 2日 15:24）半径が p3である円形の時計の文字盤が
ある．1,9,3時を示す点をそれぞれ A,B,Cとし，12,8,4時を示す点をそれぞれ D,E,Fとして4ABC;4DEFを作る．二つの三角形の共通部分の面積を求めよ．

（第 1回北海道高校数学コンテスト）� �3つの角度が 30Æ; 60Æ; 90Æの直角三角形がところどころ現れるので，それを利用する．
解答 状況は図 7のとおり．BCと DEとの交点を P，BCと DFとの交点をQ，点 Dから EFに
垂線をおろしそれと BCとの交点をRとする．ABと DE,DR,DQとの交点をそれぞれ S,T,Uとす
る．図には，30Æ の角に黒丸 (�)を，60Æの角に白丸（Æ）をつけてある．
題意の部分の面積は，正三角形 DPQの面積から直角三角形 DSU の面積を引けば求められる．4DPQの面積は， 12DR(PR +QR) = 12 � p3 � (1 + 1) = p3:

次に，4DSUの面積を求める．RT = BR� 1p3 = 1; DT = DR�RT = p3� 1;DU = p32 DT = p32 (p3� 1); UT = 12DT = p34 ; SU = p3DU = 34 ;
（4DSUの面積）= 12DU � SU = 12 � 12(3�p3) � 34 = 916(p3� 1):

ゆえに，題意の面積は p3� 916(p3� 1) = 9 + 7p316 : (2015.3.20)� �
（難問！数学問題！2015年 3月 18日 7:33）ある駅の待合室に n個の椅子が横一列に並んで
いる．k 人がどの 2 人も隣り合わないように椅子に座る場合の数 f(n; k) を求めよ．ただしn = 2k � 1とする．

（98北大・理）� �n個から重複を許して k個を選ぶ場合の数の求め方と，ある意味発想が似ている．55
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図 7: 時計盤
解答 まず，n個の椅子からk人の人を座らせる椅子を選ぶ場合の数を求める．左から順にn1; n2; : : : ; nk
番目の椅子に人を座らせるとすると，どの 2人も隣り合わないから，n1; n2; : : : ; nk は1 5 n1 < n2 < � � � < nk 5 n;n2 � n1 = 2; n3 � n2 = 2; : : : ; nk � nk�1 = 2 (18)
を満たす整数である．よって，椅子の選び方の数は，(18)を満たす整数の組 (n1; n2; : : : ; nk)の個
数に等しい． m1 = n1; m2 = n2 � 1; m3 = n3 � 2; : : : ;mk = nk � k + 1
とおくと，整数m1;m2; : : : ;mk は1 5 m1 < m2 < � � � < mk 5 n� k + 1;m2 �m1 = 1; m3 �m2 = 1; : : : ;mk �mk�1 = 1 (19)
を満たす．(18)を満たす整数の組 (n1; n2; : : : ; nk)と (19)を満たす整数の組 (m1;m2; : : : ; nk)とは1対 1 に対応するから，椅子の選び方の個数は (19)を満たす整数の組 (m1;m2; : : : ;mk)の個数，
すなわち， n�k+1Ck = (n� k + 1)!k!(n� 2k + 1)!
に等しい．そして，椅子の選び方 1つに対し，k 人の人をどの順番に並べるかが k!通りある．ゆ
えに， f(n; k) = (n� k + 1)!k!(n� 2k + 1)! � k! = (n� k + 1)!(n� 2k + 1)!
である． (2015.3.19)
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� �
（2015年 3月 17日 15:17）0 5 x < 2�のとき関数y = 2 osx sin2 x+ 2 sinx os2 x+ 23 sinx+ 23 osx
について，（中略）最大値を求めよ．

（09関西大・文）� �
出典元の入試問題には誘導がついていたと思うが，それがないと意外と難しい．文系の問題だから

三角関数の微分は使わないと思っていたら，下記の解答を思いついた．

解答 題意の関数を f(x)とおくと，f(x) = 2(sinx+ osx)�sinx osx+ 13� ;ff(x)g2 = 4(1 + 2 sinx osx)�(sinx osx)2 + 23 sinx osx+ 19�= 4(1 + sin 2x)�14 sin2 2x+ 13 sin 2x+ 19�= 19(1 + sin 2x)(9 sin2 2x+ 12 sin2x+ 4):t = sin 2xとおくと，xが 0 5 x < 2�の範囲を動くとき，tは �1 5 t 5 1の範囲を動く．g(t) � 9ff(x)g2 = (t+ 1)(9t2 + 12t+ 4);g0(t) = 27t2 + 42t+ 16 = (3t+ 2)(9t+ 8):g(t)に対する増減表は次の通り．t �1 �8=9 �2=3 1g0(t) + 0 � 0 +g(t) 0 % 4=9 & % 50
したがって，t = sin 2xが �1 5 t 5 1の範囲を動くとき，0 5 g(t) = 9ff(x)g2 5 50となり，g(t)
は t = sin 2x = 1のとき最大値 50をとる．よって，0 5 x < 2�のとき �5p2=3 5 f(x) 5 5p2=3
である．f(x) = 5p2=3となる x ( 0 5 x < 2� )が存在すれば 5p2=3が f(x)の最大値となるのだ
が，t = sin 2x = 1なる xの値，例えば x = �=4に対して f(x)を計算すると，f(�=4) = 5p2=3と
なる．ゆえに，f(x)の最大値は 5p2=3である． (2015.3.19)
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� �
（2015年 3月 18日）平面上に半径 1の円 Cがある．この円 Cの周上に定点 Aを 1つとり，
点 Aを 1つの頂点として Cに内接する正三角形，正方形，正六角形の内部領域をそれぞれ T,S, Hで表す．1. 領域 T \ Sの面積を求めよ．2. 領域 S \ Hの面積を求めよ．

（tak0211_lfuku様）� �
まずは正確な図を描くこと．

解答1. 円の中心を点 Oとする．正三角形 Tの頂点を反時計回りに A, B, Cとし，正方形 Sの頂点
を反時計回りに A, D, E, Fとする（図 8(a)参照）．求める面積は，正方形 Sの面積から図8(a)の S1, S2, S3 の面積を引いて求められる．線分 AB, DEの交点を点 P，点 Eから線分BCに下ろした垂線の足を点Qとする．

（Sの面積）= (p2)2 = 2;
（S1 の面積）=（S2 の面積）= 12 �AD�DP= 12 �p2�p2� sin 15Æ = p6�p24 ;
（S3 の面積）= 12 � (EQ)2 � 2 = EQ2= �12�2 = 14
（S3 は直角二等辺三角形であることに注意）:) （T \ Sの面積）= 2� 2� p6�p24 � 14 = 7 + 2p2� 2p64 :2. 円の中心を点Oとする．正方形 Sの 4頂点を反時計回りに点A, B, C, Dとし，正六角形 H

の 6頂点を反時計回りに点A, E, F, G, Hとする（図 8(b)参照）．線分 OBと線分 EFの交
点を点 P，線分 ABと線分 EFの交点を点 Q，線分 BCと線分 EFの交点を点 R，線分 AD
と線分GHの交点を点 S，線分 CDと線分GHの交点を点 Tとする．求める面積は，正方形Sの面積から直角二等辺三角形 BQR, DSTの面積を引けば求められる．

（Sの面積）= 2;
（4BQRの面積）=（4DSTの面積）= 12 � (BP)2 � 2 = (BP)2= (1� os 30Æ)2 = 7� 4p34 :) （S \ Hの面積）= 2� 7� 4p34 � 2 = 4p3� 32 :58
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図 8: (a) T \ S, (b) S \ H (2015.3.19)� �

（2015年 3月 18日 3:17）xについての整式 P (x)を二乗するとfP (x)g2 = x10 + 2x9 + 3x8 + 4x7 + 5x6 + 6x5 + 5x4 + 4x3 + 3x2 + 2x+ 1
となった．整式 P (x)を 1つ求めよ．

（08京都高校生数学コンテスト）� �P (x) = x5 + ax4 + bx3 + x2 + dx + eとおいて係数比較をしようとすると，大変なことになり
そう…

解答 f(x) � fP (x)g2 を微分すると2g(x) � f 0(x) = 2P (x)P 0(x)= 2(5x9 + 9x8 + 12x7 + 14x6 + 15x5 + 15x4 + 10x3 + 6x2 + 3x+ 1):
よって，f(x)と g(x)は P (x)を公約数にもつ．そして，g(x)は 9次多項式で P (x)は 5次多項式
であることから，P (x)は f(x), g(x)の最大公約数 gdff; ggである．gdff; ggをユークリッドの
互除法で求める．5f(x)を g(x)で割って，5f(x) = �x+ 15� g(x) + 65 (x8 + 3x7 + 6x6 + 10x5 + 10x4 + 10x3 + 9x2 + 7x+ 4)| {z }r(x) :g(x)を r(x)で割って，g(x) = (5x� 6)r(x) + 25 (x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1)| {z }r1(x) :59



r(x)は r1(x)で割り切れる．よって，ユークリッドの互除法によりgdff; gg = gdfg; rg = gdfr; r1g = r1(x) = x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1:P (x)の最高次係数は�1，r1(x)の最高次係数は 1である．ゆえに，P (x) = r1(x) = x5 + x4 + x3 + x2 + x+ 1
とすることができる． (2015.3.18)� �
（2015年 3月 17日 19:17）P = 1n + 2n + 3nを 5で割った余りを Rとする．（中略）2) nが
自然数のとき，Rの値を求めよ．

（第 3回北海道高校数学コンテスト）� �
フェルマーの小定理より，24 � 1; 34 � 1 mod 5であることはすぐわかる．
解答 24 � 1; 34 � 1 mod 5であるから，� n = 4k ( k = 1; 2; : : : )の場合，P � 1 + 1 + 1 = 3 mod 5; R = 3:� n = 4k + 1 ( k = 0; 1; 2; : : : )の場合，P � 1 + 2 + 3 � 1 mod 5; R = 1:� n = 4k + 2 ( k = 0; 1; 2; : : : )の場合，P � 1 + 22 + 32 � 4 mod 5; R = 4:� n = 4k + 3 ( k = 0; 1; 2; : : : )の場合，P � 1 + 23 + 33 � 1 mod 5; R = 1: (2015.3.18)� �
（2015年 3月 15日 19:17）12001 + 22001 + 32001 + � � � + 20002001 + 20012001を 13で割った
時の余りを求めよ．

（01数オリ予選）� �
もちろん，\mod 13"の計算を行う．その際，次のフェルマーの小定理を使う．

フェルマーの小定理
� �pを素数，aを pと互いに素である整数とするとき，ap�1 � 1 mod p
である．� �60



解答 フェルマーの小定理より，a12 � 1 mod 13 ( a = 1; 2; : : : ; 12 ) であり，a2001 = a12�166+9 = (a12)166 � a9 � a9 mod 13 ( a = 1; 2; : : : ; 12 ):
次に，a = 1; 2; : : : ; 12に対して a9 mod 13を調べる．以下，\ mod 13"を省略．19 = 1;22 = 4; 24 = (22)2 = 42 = 16 � 3; 28 = (24)2 � 32 = 9; 29 = 28 � 2 � 9 � 2 = 18 � 5;32 = 9; 33 = 27 � 1; 39 = (33)3 � 1;42 = 16 � 3; 44 = (42)2 � 32 = 9 � �4; 48 = (44)2 � (�4)2 = 16 � 3;49 = 48 � 4 � 3 � 4 = 12 � �1;52 = 25 � �1; 58 = (52)4 � (�1)4 = 1; 59 = 58 � 5 � 1 � 5 = 5;62 = 36 � 10 � �3; 64 = (62)2 � (�3)2 = 9 � �4; 68 = (64)2 � (�4)2 = 16 � 3;69 = 68 � 6 � 3 � 6 = 18 � 5;72 = 49 � 10 � �3; 74 = (72)2 � (�3)2 = 9 � �4; 78 = (74)2 � (�4)2 = 16 � 3;79 = 78 � 7 � 3 � 7 = 21 � �5;82 � (�5)2 = 25 � �1; 88 = (82)4 � (�1)4 = 1; 89 = 88 � 8 � 8 � �5;92 � (�4)2 = 16 � 3; 94 = (92)2 � 32 = 9 � �4; 98 = (94)2 � (�4)2 = 16 � 3;99 = 98 � 9 � 3 � 9 = 27 � 1;102 � (�3)2 = 9 � �4; 104 = (102)2 � (�4)2 = 16 � 3; 108 = (104)2 � 32 = 9 � �4;109 = 108 � 10 � (�4) � (�3) = 12 � �1;112 � (�2)2 = 4; 114 = (112)2 � 42 = 16 � 3; 118 = (114)2 � 32 = 9 � �4;119 = 118 � 11 � (�4) � (�2) = 8 � �5;129 � (�1)9 = �1;139 � 0
により，19 + 29 + � � �+ 129 � 19 + 29 + � � �+ 129 + 139� 1 + 5 + 1+ (�1) + 5 + 5 + (�5) + (�5) + 1 + (�1) + (�5) + (�1) = 0;) 12001 + 22001 + � � �+ 122001 � 12001 + 22001 + � � �+ 122001 + 132001 � 0:
次に， 142001 + 152001 + � � �+ 262001� (13 + 1)2001 + (13 + 2)2001 + � � �+ (13 + 13)2001� 12001 + 22001 + � � �+ 132001 � 0;272001 + 282001 + � � �+ 392001� (13� 2 + 1)2001 + (13� 2 + 1)2001 + � � �+ (13� 2 + 13)2001� 12001 + 22001 + � � �+ 132001 � 0;: : : 61



19902001 + 19912001 + � � �+ 20012001� (13� 153 + 1)2001 + (13� 153 + 2)2001 + � � �+ (13� 153 + 12)2001� 12001 + 22001 + � � �+ 122001 � 0:
以上より， 12001 + 22001 + � � �+ 20012001= (12001 + 22001 + � � �+ 132001) + (142001 + 22001 + � � �+ 262001)+ � � �+ (19902001 + 19912001 + � � �+ 20012001)� 0 + 0 + � � �+ 0 = 0:
ゆえに，12001+22001+ � � �+20012001は 13で割り切れる，すなわち，13で割った余りは 0である．(2015.3.17)� �
（2015年 3月 15日 0:17）次の 2数の大小を比較せよ．0:2; tan(�=16)．

（esprit67様）� �tan(�=16)を既知の量と結びつける．それには，tanの倍角の公式を用いる．京大入試に「tan 1Æ
は有理数か？」という問題があったことを思い出した．

解答 tan� = 0:2 = 1=5とおく．0 < tan� = 1=5 < 1 = tan(�=4) より 0 < � < �=4としてよい．tanの倍角の公式より，tan 2� = 2 tan�1� tan2 � = 2� 1=51� (1=5)2 = 512 ;tan 4� = 2 tan 2�1� tan2 2� = 2� (5=12)1� (5=12)2 = 120119 > 1 = tan �4 :0 < 4� < �であることを考慮して，4� > �4 ; � > �16 ; ) 0:2 = tan� > tan �16 : (2015.3.16)� �
（2015年 3月 15日 23:17）四角形ABCDにおいて三辺BC, CD, DAの長さは等しく，\C =90Æ;\D = 150Æである．このとき \A;\Bの大きさを求めよ．

（07京都高校生数学コンテスト）� �
純粋な初等幾何の問題．カギは \D = 90Æ + 60Æであること．
解答 辺 BDに点 Aからおろした垂線の足を点 E，点 Dから直線AEにおろした垂線の足を点 F
とする（図 9参照）． 62
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図 9: 四角形 ABCD
三角形 ACDは AD = CDなる二等辺三角形であるので，\CAD = \ACD = (180Æ � \ADC)� 2 = (180Æ � 150Æ)� 2 = 15Æ;\ACE = 90Æ � \ACD = 90Æ � 15Æ = 75Æ:

三角形 ACEは \AEC = 90Æ なる直角三角形であるから，\CAE = 90Æ � \ACE = 90Æ � 75Æ = 15Æ:
三角形 ADFは \AFD = 90Æ, \ADF = 60Æ なる直角三角形であるから，DF = DA2 ; CE = DF = DA2 = BC2 :
これより，CE = BE = BC=2であり，三角形ABEと三角形ACEは \AEB = \AEC = 90Æ なる
合同な直角三角形である．よって，\ABE = \ACE = 90Æ � \CAE = 90Æ � 15Æ = 75Æ
であり，これが四角形 ABCDの \Bの大きさである．したがって，四角形 ABCEの \Aの大き
さは 360Æ � \B� \C� \D = 360Æ � 75Æ � 90Æ � 150Æ = 45Æ: (2015.3.16)� �
（2015年 3月 15日 16:17）nを自然数，P (x)を n次多項式とする．P (0); P (1); : : : ; P (n)が
整数ならば，すべての整数 kに対して P (k)は整数であることを証明せよ．

（08東工大 AO）� �n次多項式 P (x)をどう表すか？下記解答のように表すのは常套手段…らしい．
解答 P (x)を次のように表す．P (x) = anx(x� 1)(x� 2) � � � (x� n+ 1) + an�1x(x� 1)(x� 2) � � � (x� n+ 2)+63



� � �+ a3x(x � 1)(x� 2) + a2x(x � 1) + a1x+ a0 （an; : : : ; a0 は実数定数）:P (0) = a0は整数，P (1) = a1+ a0は整数だから a1は整数，P (2) = 2!a2+2a1+ a0は整数だから2!a2 は整数である．以下同様にして，k = 0; 1; : : : ; nに対し k!ak は整数であることが言える．し
たがって， P (x) = b0 + nXk=1 bkk!x(x� 1)(x� 2) � � � (x� k + 1); b0; b1; : : : ; bn は整数
と表せる．よって，正の整数mに対しP (m) = b0 + nXk=1 bkk!m(m� 1) : : : (m� k + 1) = b0 + nXk=1 bk mCk
となり，P (m)は整数である．負の整数 �m (m = 1; 2; : : : )に対しては，P (�m) = b0 + nXk=1 bkk! (�m)(�m� 1)(�m� 2) � � � (�m� k + 1)= b0 + nXk=1(�1)k bkk!m(m+ 1)(m+ 2) � � � (m+ k � 1)= b0 + nXk=1(�1)kbk m+k�1Ck
となり，P (�m)は整数となる．ゆえに，すべての整数mに対し P (m)は整数となる．(2015.3.16)� �
（2015年 3月 14日 19:17）半径 rの球 14個を 1段目に 9個，2段目に 4個，3段目に 1個と
いうように，ピラミッド状に積み上げた．このピラミッドの高さを求めよ．

（08京都高校生数学コンテスト）� �
まず，水平面上に置かれた 4個の級の上に 1個の球を乗せた状況を考え，上の球の高さがどれだけ
になるか考える．

解答 まず，水平面上に 4個の球を並べ，その上に 1個の球を乗せた状況を考える（図 10参照）．
水平面上の 4個の球の中心を点A, B, C, D，上の 1個の球の中心を点 Eとする．四角形 ABCDは
一辺の長さ 2rの正方形となる．その正方形の中心を点 Fとする．点 Eは点 Fを通り 4点A, B, C,Dを含む平面に垂直な直線の上にある．点 Eの正方形 ABCDからの高さはEF =pAE2 �AF2 =q(2r)2 � (p2r)2 = p2r:
題意のピラミッドを作るには，水平面上の 4球のまわりにさらに 5個の球を並べ，それらの上に2段目の球の残り 3個を置き（図 10(b)参照），2段目の 4球の上に頂上の球を 1個置いて作る．図10(b)において，2段目の球 Tと水平面上の 4球 P, Q, R, S との位置関係は，上で述べたものと同

様である．2段目の他の 3球も同様．2段目の 4球はひとつの水平面上にあり，その上に頂上の球
を乗せるのだから，頂上の 1球と 2段目の 4球との位置関係も，上で述べたものと同様である．64
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図 10: (a)水平面上の 4個の球の上に 1個の球を乗せた状態，(b)水平面上にさらに 5個の球を並
べ，その上に 2段目の球を載せる（真上から見た図）
したがって，ピラミッドの高さはr +p2r +p2r + r = 2(1 +p2)r

である（頂上の球の一番上の点の高さをピラミッドの高さとするのかしら？）．(2015.3.15，2015.3.16修正)� �
（2015年 3月 12日 1:17）円に内接する平行四辺形で長方形でないものは存在しないことを
示せ．

（7mex様）� �
初等幾何も復習しておこう．

解答 四角形 ABCDは平行四辺形で円に内接すると仮定する．四角形は円に内接することから\A+ \C = 180°; \B+ \D = 180°:
四角形は平行四辺形であることから，\A = \C; \B = \D:
これらの式から \A = \C = 90°; \B = \D = 90°
を得る．ゆえに，四角形 ABCDは長方形である． (2015.3.14)65
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図 11: (a)球 Sと四面体 T, (b)3点 A, D, Eを含む平面で切った断面� �

（数学問題�sugakumondai2015年 3月 2日 20:18）正四面体 Tと半径 1の球面 Sとがあって，Tの 6つの辺が全て Sに接しているという．Tの 1辺の長さを求めよ．次に，Tの外側にあっ
て Sの内側にある部分の体積を求めよ．

（82東大理系）� �
状況を想像しにくいが，球を四面体の各面などで切った断面はどうなるかと考えれば，状況をつか

みやすくなる．あと，対称性を利用していろんな情報を得ること．

解答 状況は図 11(a)のようになっている．正四面体 Tの 4頂点を A, B, C, Dとし，辺 BCと球
面 Sとの接点を E，辺 ADと球面 Sとの接点を Fとする．対称性より，球面 Sは正四面体 Tの各
辺とその中点で接し，球 Sの中心 Oは 3点 A, D, Eを含む平面の上にある．
正四面体Tおよび球面 Sを 3点A, D, Eを含む平面で切った断面は，図 11(b)のようになる．正

四面体 Tの 1辺の長さを aとすると，AF = a=2，AE = p3a=2, EF = 2．4AEFが \F = �=2の
直角三角形であることから，三平方の定理により�p32 a�2 = �a2�2 + 22; ) a = 2p2:
次に，球のうち正四面体Tからはみ出ている部分の面積を求める．そのために，球の中心Oと

正四面体 Tの各面との間の距離を求める．図 11(b)において点Oから直線 EDに下ろした垂線の
足を点 Gとすると，線分 OGの長さが求める距離である．4DEFと4OGEが \F = \G = �=2
なる相似な直角三角形であることに注意して，OG = OE� DFDE = 1� p2p6 = 1p3 :66
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図 12: 球のうち正四面体からはみ出る部分
したがって，球のうち正四面体 Tの外にはみ出る部分とは，中心Oからの距離が 1=p3の平面で
球を切ったとき，中心 Oと反対側の部分 4個である．その体積は，図 12において影をつけた部分
を x軸を軸に回転して得られる回転体の体積の 4倍である．したがって，求める体積はV = 4� � Z 11=p3(1� x2)dx = 8�(9� 4p3)27 : (2015.3.13)� �
（2015年 3月 7日 19：17）2つの方程式 x5 + 2x4 � x3 � 5x2 � 10x + 5 = 0と x6 + 4x5 +3x4 � 6x3 � 20x2 � 15x+ 5 = 0とをともに満たす実数 x を全て求めよ．

（01数オリ予選）� �
とりあえず題意の多項式を因数分解する．そのために，ふたつの多項式の最大公約数をユークリッ

ドの互除法で計算する．

解答P (x) = x6 + 4x5 + 3x4 � 6x3 � 20x2 � 15x+ 5; Q(x) = x5 + 2x4 � x3 � 5x2 � 10x+ 5
とおいて，P (x); Q(x)それぞれを因数分解する．そのために，まず両者の最大公約数をユークリッ
ドの互除法で求める．P (x)を Q(x)で割った余りは R(x) = x3 � 5．Q(x)は R(x)で割り切れる．
ふたつの多項式 f(x); g(x)の最大公約数を gdff; ggと記すことにすれば，ユークリッドの互除法
により gdfP;Qg = gdfQ;Rg = R(x) = x3 � 5:67



したがって，P (x); Q(x)はともに R(x)を因数にもつので，両者を R(x)で割り算してP (x) = (x3 � 5)(x3 + 4x2 + 3x� 1); Q(x) = (x3 � 5)(x2 + 2x� 1)
を得る．P (x); Q(x)は x3 � 5 = 0の実数解を共通の実数解に持つから，x3 � 5 = 0の実数解を調べる．x3 � 5 = (x � 3p5)(x2 + 3p5x+ 3p25)
であるから，x3� 5 = 0は x = 3p5を実数解に持つ．二次方程式 x2+ 3p5x+ 3p25 = 0については，
（解の判別式）= ( 3p5)2�4 3p25 = �3 3p25 < 0となるので，実数解を持たない．よって，x3�5 = 0
の実数解は x = 3p5のみである．
次に，x3+4x2+3x�1 = 0; x2+2x�1 = 0が共通の実数解を持つか調べる．x3+4x2+3x�1

を x2 + 2x� 1で割ることにより，x3 + 4x2 + 3x� 1 = (x+ 2)(x2 + 2x� 1) + 1
が得られるので，このふたつの方程式は共通の実数解を持たない．

以上より，P (x) = 0; Q(x) = 0の共通の実数解は x = 3p5のみである． (2015.3.12)� �P (x) = x4 + 4x3 + 7x2 + 10x+ 3と Q(x) = x4 + 3x3 + 8x2 + 9x+ 9の最大公約数と最小公
倍数を求めよ．

（07京都高校生数学コンテスト）� �
もちろん「ユークリッドの互除法」を使う．すなわち，a; b(6= 0)を整数または多項式とするとき，aを bで割った余りが rならば，（a; bの最大公約数）=（b; rの最大公約数）:
解答 P (x) を Q(x) で割った余りは R(x) = x3 � x2 + x � 6，Q(x) を R(x) で割った余りはR1(x) = 11(x2 + x+ 3)，R(x)を R1(x)で割った余りはR2(x) = 0，よって，R(x)は R1(x)で割
り切れる．多項式 f(x); g(x)( 6= 0)の最大公約数を gdff; ggと記すことにすれば，ユークリッドの
互除法により G(x) � gdfP;Qg = gdfQ;Rg = gdfR;R1g = x2 + x+ 3:P (x) = C(x)G(x), Q(x) = D(x)G(x) （C(x); D(x)は多項式）とおけば，P (x); Q(x)の最小公倍
数は P (x)D(x) = Q(x)C(x) = x6 + 6x5 + 18x4 + 36x3 + 44x2 + 36x+ 9: (2015.3.11)� �
（数学問題 bot（個人用）�srinivasa1729）正の数 a; b; が三角形の長さになるように動く．F = a2 + b2 + 2ab+ b+ a とするとき，F の取りうる値を求めよ．

（2011年東工大 AO）� �ab+ b+ aという式は扱いにくいので他の式に書き直す．あと，a! pa; b! pb; ! p（pは正
の定数）としても F の値は変わらないので，例えば a2 + b2 + 2 = 1とおくと問題が解きやすく
なる． 68
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図 13: 条件 (20)を満たす点 (x; y; z)全体がなす図形

解答 F�1 = ab+ b+ aa2 + b2 + 2 = (a+ b+ )2 � (a2 + b2 + 2)2(a2 + b2 + 2) = 12 � (a+ b+ )2a2 + b2 + 2 � 1�
であるから，F の代わりに G = (a+ b+ )2a2 + b2 + 2
の取りうる値の範囲を求めることにする．a; b; (> 0)が三角形の長さになるという条件は，a+ b > ; b+  > a; + a > b
である．r = pa2 + b2 + 2; a = rx; b = ry;  = rzとおくと，G = (x+y+z)2; x2+y2+z2 = 1; x+y >z; y + z > x; z + x > y である．したがって，x; y; zが条件x2 + y2 + z2 = 1;x > 0; y > 0; z > 0; x+ y > z; y + z > x; z + x > y (20)
を満たすときG = (x+ y+ z)2のとりうる値の範囲を求めればよい．図形的に考えれば，条件 (20)
を満たす点 (x; y; z)全体からなる図形と平面 x + y + z = k が共有点を持つような k2 の値の範囲
を求めることになる．1/8球 x2 + y2 + z2 = 1 ( x > 0; y > 0; z > 0 )と平面 x + y = z, y + z = x, z + x = y との交
線をそれぞれ円弧 AB, BC, CAとする（図 13参照）．条件 (20)を満たす点 (x; y; z)全体のなす図
形は，1/8球面のうち 3円弧 AB, BC, CAに囲まれる部分である（境界線は除く）．図形的考察か
ら，平面 x+ y+ z = kが 3点 A, B, Cを通るときの kの値を k1，球 x2 + y2 + z2 = 1に接すると
きの kの値を k2 とすると，kのとりうる値の範囲は k1 < k 5 k2である．k1 = p2, k2 = p3と求
まるから，

p2 < k 5 p3，すなわち，2 < G = k2 < 3である．ゆえに，1=2 < F�1 5 1となり，1 5 F < 2である． (2015.3.11)
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� �
実数 x の小数部分を hxi で表す．有理数 aに対し数列 fAngを A1 = hai，An+1 = h1=Ani
（An = 0のとき An+1 = 0）とする．（中略）3) aを整数 pと自然数 qを用いて a = p=qと表す
とき，q以上の全ての自然数 nに対して An = 0となることを示せ．

（11東大理系）� �
整数の分野においては，次の事実と「ユークリッドの互除法」が基本的である：整数 pを整数 q > 0
で割った商を a，余りを rとすれば，p = qa+ r; 0 5 r < q:
解答 pを qで割った商を �，余りを rとすれば，pq = �+ rq ; 0 5 r < q ! A1 = rq :qを rで割った商を �1，余りを r1 とすれば，1A1 = qr = �1 + r1r ; 0 5 r1 < r; ! A2 = r1r :rを r1 で割った商を �2，余りを r2 とすれば，1A2 = rr1 = �2 + r2r1 ; 0 5 r2 < r1; ! A3 = r2r1 :r1 を r2 で割った余りを �3，余りを r3 とすれば，1A3 = r1r2 = �3 + r3r2 ; 0 5 r3 < r2; ! A4 = r3r2 :
以下同様にして �n; rn を生成していけば，rn は0 5 � � � < rn < � � � < r2 < r1 < r < q (21)
を満たし，An = rn�1=rn�2と表される（ただし，r0 = r; r�1 = q）．frngは不等式 (21)を満たす整
数列であるから，ある整数 k (0 < k 5 q�1)に対し rk = rk+1 = � � � = 0となる．An = rn�1=rn�2
より Ak+1 = Ak+2 = � � � = 0，q = k + 1より Aq = Aq+1 = � � � = 0となる． (2015.3.10)� �3辺の長さが a; b; の直方体を，長さが bの 1辺を回転軸として 90°回転させる時，直方体が
通過する点全体が作る立体をV とする．（中略）a+ b+  = 1のとき，V のとりうる値の範囲
を求めよ．

（10東大理系）� �V は立体の体積のことか？2変数関数 f(x; y)の最大値・最小値を求める問題は，まず一方の変数yを固定して xを動かした時の最大値・最小値を yで表す．その次に yを動かして，yで表された
最大値・最小値がどの範囲を動くか求める．この問題の場合，「2変数」をどう選ぶかもポイント．70



解答 題意の立体を回転軸に垂直な平面で切った時の断面は図 14 のようになる．よって，立体の
体積は V = �4 b(a2 + 2) + ab = bn�4 (a2 + 2) + ao= b h�4 f(a+ )2 � 2ag+ ai= bn�4 (1� b)2 � ��2 � 1�a(1� b� a)o
となる．
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図 14: 立体を回転軸に垂直な平面で切った時の断面
まず，b ( 0 < b < 1 )を固定して aを動かして，V のとりうる値の範囲を bを用いて表す．aの

動く範囲は 0 < a < 1� bであるから，0 < a(1� b� a) 5 (1� b)24
よって， b��4 (1� b2)� 14 ��2 � 1� (1� b2)� = �14 + �8� b(1� b)2 5 V < �4 b(1� b)2
である．

次に，b ( 0 < b < 1 )を動かして，V のとりうる値の範囲を調べる．f(b) = b(1� b)2に対し，導
関数 f 0(b) = 1� 4b+3b2 = (1� b)(1� 3b) を用いて f(b) ( 0 < b < 1 )の値の変化を調べると，下
記の表のようになる． b (0) 1/3 (1)f 0(b) + 0 -f(b) (0) % 4=27 & (0)
したがって，V のとりうる値の範囲は0 < V < 427 � �4 = �27
である． 71



(2015.3.10)� �
（数学問題�sugakumondai）単位円に内接する正 n角形のある 1つの頂点から他の頂点まで
の距離の積が nであることを証明せよ．

（tsatie様）� �
この問題は複素数を使って考える．複素数を使うと，平面図形の問題が複素数の計算の問題に言い

換えられる．

解答 複素平面に単位円 jzj = 1を取ると，その単位円に内接する正 n角形の頂点としてos 2�kn + i sin 2�kn ( k = 0; 1; : : : ; n� 1 ) (22)
がある

3
．よって，����1��os 2�n + i sin 2�n ����� ����1��os 2� � 2n + i sin 2� � 2n ����� � � �� � � ����1��os 2�(n� 1)n + i sin 2�(n� 1)n ����� = n (23)

を示せばよい．ド・モアブルの公式(os � + i sin �)n = osn� + i sinn� ( n = 1; 2; : : : )
を用いれば，式 (22)の点は zについての方程式 zn� 1 = 0 のどのふたつも相異なる n個の解であ
ることがわかるから，zn � 1 はzn � 1 = (z � 1)�z ��os 2�n + i sin 2�n ���z ��os 2� � 2n + i sin 2� � 2n �� � � �� � ��z ��os 2�(n� 1)n + i sin 2�(n� 1)n ��
と因数分解される．この両辺を (z � 1)で割って，zn�1 + zn�2 + � � �+ z + 1 = �z ��os 2�n + i sin 2�n ���z ��os 2� � 2n + i sin 2� � 2n �� � � �� � ��z ��os 2�(n� 1)n + i sin 2�(n� 1)n �� :
両辺の絶対値をとり z ! 1とすれば，(23)を得る． (2015.3.9)� �
（前略）2) P = 3p49� 3 3p7 + 2の正負を判定せよ．3) P に実数を掛けて整数にしたい．掛
けるべき実数と整数値を求めよ．

（第１回北海道高校数学コンテスト）� �3p49 = ( 3p7)2 に着目する．3
大学の数学で習うオイラーの公式を用いれば，もっと簡潔に記される．72



解答 2) x = 3p7とおくと， P = x2 � 3x+ 2 = (x� 1)(x� 2):x� 1 = 3p7� 1 > 0, x� 2 = 3p7� 3p8 < 0より P < 0．3) P (x2 + x+ 1)(x2 + 2x+ 4) = f(x� 1)(x2 + x+ 1)gf(x� 2)(x2 + 2x+ 4)g= (x3 � 1)(x3 � 8) = (7� 1)(7� 8) = �6:(x2 + x+ 1)(x2 + 2x+ 4) = x4 + 3x3 + 7x2 + 6x+ 4= 7 3p7 + 3 � 7 + 7 3p49 + 6 3p7 + 4 = 25 + 13 3p7 + 7 3p49
により，P に 25 + 13 3p7 + 7 3p49を掛けると�6になる． (2015.3.9)� �
座標空間内にO (0, 0, 0), A (1, 0, 0), B (1, 1, 0), C (0, 1, 0), D (0, 0, 1), E (1, 0, 1), F (1, 1,1), G (0, 1, 1) を頂点に持つ立方体を対角線 OFを軸にして回転させて得られる回転体の体積
を求めよ．

（10京都・理甲）� �
回転体の体積を求めるには，問題となっている物体を回転軸に垂直な平面で切ったときの断面を調

べる．この問題の場合，断面をすぐに思い浮かべにくいが，まず平面が 3点 A, C, D，あるいは，3点 E, B, Gを通る場合を考え，そこから平面を点 Oまたは点 Fの方向へずらしていくと想像し
やすい．

解答 回転体を軸 OFに垂直な平面 x + y + z = t ( 0 < t < 3 )で切ったときの断面である円の半
径を r(t)とすると，回転体の体積は V = �p3 Z 30 r(t)2dt (24)
である

4
．そこで，立方体を平面 x+ y + z = tで切ったときの断面を調べる．なお，断面は t = 1

のとき正三角形 ACD，t = 2のとき正三角形 EBGとなり，0 < t 5 1, 1 < t < 2, 2 5 t < 3で様
相が変わる．1. 0 < t 5 1のとき，断面は (t; 0; 0); (0; t; 0); (0; 0; 1)を 3頂点とする正三角形である（図 15(a)

参照）．立方体を直線 OFを軸に回転させると，この断面は点 (t=3; t=3; t=3)を中心として回
転するので， r(t)2 = �t� t3�2 +�0� t3�2 +�0� t3� = 23 t2
である．4p3 で割るのは次の理由による：dt を t の微小変化として，回転体のうち 2 平面 x+ y + z = t, x+ y + z = t+ dt

で挟まれた部分の厚さは jt+ dtjp12 + 12 + 12 � jtjp12 + 12 + 12 = dtp3
となるから． 73



2. 1 < t < 2のとき，断面は (1; t�1; 0); (t�1; 1; 0); (0; 1; t�1); (0; t�1; 1); (t�1; 0; 1); (1; 0; t�1)
を 6頂点とする六角形であるから（図 15(b)参照），r(t)2 = �1� t3�2 +�t� 1� t3�2 +�0� t3�2 = 23 t2 � 2t+ 2
である．3. 2 5 t < 3の部分の回転体の体積は，対称性により 0 < t 5 1の部分の回転体の体積に等しい．
参考までに，立方体の平面 x + y + z = tによる断面は (t � 2; 1; 1); (1; t� 2; 1); (1; 1; t� 2)
を 3頂点とする正三角形である（図 15()参照）．
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図 15: 立方体を回転軸に垂直な平面 x+ y + z = tで切ったときの断面．
以上の r(t)2 の式を (24)に代入して，V = �p3 �2� Z 10 23 t2dt+ Z 21 �23 t2 � 2t+ 2� dt� = �p3
を得る． (2015.3.8)
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� �AB = AC; BC = 2の直角二等辺三角形ABCの各辺に接し，ひとつの軸が辺BCに平行な楕
円の面積の最大値を求めよ．

（00東大理系）� �
素直に座標平面を使えば簡単に解ける．

解答 下の図のように (x; y)座標を取る．原点Oは楕円の中心に一致するとして，楕円の方程式をx2a2 + y2b2 = 1 ( a; b > 0 )
とする．PSfrag replaements
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楕円と辺 ACとの接点を (x0; y0)とすると，接線（辺 AC）の方程式はx0xa2 + y0yb2 = 1
である．この接線の傾きは�1であるから，x0a2 : y0b2 = 1 : 1; よって， x0 = pa2; y0 = pb2 ( p > 0 )
とおける．点 (x0; y0)が楕円上にあるから，x02a2 + y02b2 = p2(a2 + b2) = 1; ) p = 1pa2 + b2
が得られ，接線（辺 AB）の方程式は x+ y =pa2 + b2
となることがわかる．この直線は点 C(1;�b)を通るから，1� b =pa2 + b2; ) b = 1� a22 :
よって，楕円の面積は �ab = �2 a(1� a2):75



これを (�=2)S(a)とおいて，S0(a)を計算して S(a)の 0 < a < 1における増減を調べることによ
り，S(a)は a = 1=p3のとき最大値を取ることがわかる．よって，楕円の面積の最大値は�2S � 1p3� = �3p3 : (2015.3.8)� �aは定数．x151 を x5 � aで割った余りを求めよ． (09慶應)� �x151 = x(x5)30 と表せることに着目する．
解答 y = x5と置くとx151 = xy30．f(y) = y30を y�aで割った余りは因数定理によりf(a) = a30
であるから， y30 = (y � a)g(y) + a30; g(y)は多項式，x150 = (x5 � a)g(x5) + a30;x151 = (x5 � a) � xg(x5) + a30x:
ゆえに，求める余りは a30xである． (2015.3.8)� �a > 0; b > 0;  > 0で a2 + b2 = 2 のとき，1) a+ b > ，2) a5 + b5 < 5 を示せ．

（第 2回北海道高校数学コンテスト）� �a; bの対称式が現れるので，ひたすら a+ b; abで表すと道が見えてくる．
解答 1) これは教科書レベル．a+ b > 0;  > 0であるから (a+ b)2 > 2 を示せばよい．(a+ b)2 � 2 = (a2 + 2ab+ b2)� 2 = 2ab > 0:2) 公式 (a+ b)5 = a5 + 5a4b+ 10a3b2 + 10a2b3 + 5ab4 + b5 を用いると，a5 + b5 = (a+ b)5 � 5(a4b+ 2a3b+ 2a2b2 + ab4)= (a+ b)5 � 5ab(a3 + 2a2b+ 2ab2 + b3)= (a+ b)5 � 5abf(a+ b)3 � ab(a+ b)g= (a+ b)f(a+ b)4 � 5ab(a+ b)2 + 5(ab)2g
を得る．ここで， (a+ b)2 = a2 + b2 + 2ab = 2 + 2ab
であるから， a5 + b5 = (a+ b)f(2 + 2ab)2 � 5ab(2 + 2ab) + 5(ab)2g76



= (a+ b)f4 � ab2 � (ab)2g
となり， 5 � (a5 + b5) = 5 � (a+ b)4 + ab(a+ b)2 + (ab)2(a+ b)

（前問より a+ b > であるから）> 5 � (a+ b)4 + ab3 + (ab)2(a+ b)= 3(� a)(� b) + (ab)2(a+ b): > a;  > bより（右辺）> 2(ab)2(a+ b) > 0であるから，題意の不等式が示された． (2015.3.8)� �100 100 100 100 100 110 10 10 10 10 10 10 10 1 を約分せよ．
（set_ryu様）� �

分子 = 1015 + 1012 + � � �+ 103 + 1などと表せることに着目する．
解答 x = 10とおくと，

（題意の分数）= x15 + x12 + � � �+ x3 + 1x16 + x14 + � � �+ x2 + 1= x18 � 1x3 � 1 � x2 � 1x18 � 1= x2 � 1x3 � 1= x+ 1x2 + x+ 1 :x = 10を代入して，
（題意の分数）= 11111 : (2015.3.8)� �nが 3以上の整数のとき xn + 2yn = 4znを満たす整数 x; y; z は x = y = z = 0以外に存在し

ないことを証明せよ．

（00千葉大）� �p2が無理数であることの証明と雰囲気は似ている．
解答 (x; y; z) 6= (0; 0; 0)で題意の等式を満たすものが存在するとして，矛盾を導く．x; y; z の最
大公約数は 1と仮定してよい．xn = 4zn � 2yn より xn は偶数であるから，x自体も偶数である．x = 2k（kは整数）とおくと2nkn + 2yn = 4zn; yn = 2(zn � 2n�2kn):77



n � 3より n � 2は整数であることに注意すれば，yn は偶数であることがわかり，よって y 自体
も偶数である．y = 2l（lは整数）とおくと，2nkn + 2n+1ln = 4zn; zn = 2n�2(kn + 2ln):n� 2は整数であることに注意すれば，znは偶数であることがわかり，よって z自体も偶数である．
こうして，x; y; zはみな偶数であることになるが，これは x; y; zの最大公約数が 1であることに

矛盾する． (2015.3.8)� �
二次方程式 x2 +3x+8 = 0の解を �; � とするとき，�2 + �� + �2, �4 +21�3の値を求めよ．

（05学習院・経）� �
前者は �; � の対称式であるから，� + �; �� で表せば答えがわかる．しかし，後者は �; � の対称
式でないから，その方法は直接には使えない．そこで，�; � が x2 + 3x+ 8 = 0の解であることを
利用する．

解答 解と係数の関係より �+ � = �3; �� = 8 であるから，�2 + �� + �2 = (�+ �)2 � �� = (�3)2 � 8 = 1:
次に，�; � が x2 + 3x+ 8 = 0の解であることから �2 + 3�+ 8 = 0, �2 + 3� + 8 = 0であるので，�4 = (�2)2 = (�3�� 8)2 = 9�2 + 48�+ 64 = 9(�3�� 8) + 48�+ 64 = 21�� 8;�3 = ��2 = �(�3� � 8) = �3�2 � 8� = �3(�3� � 8)� 8� = � + 24;
ゆえに，�4 + 21�3 = (21�� 8) + 21(� + 24) = 21(�+ �) + 496 = 21(�3) + 496 = 433: (2015.3.8)
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